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本 书 源 于 1979 FS Kit BBE PB RE TET AR TEREK 
数 的 系统 讲学 , 主要 内 容 是 9 方程 、 层 论 方法 与 复 几 何 . 当时 , 钟 冢 庆 君 与 我 将 
我 们 的 听讲 笔记 整理 后 , 由 厦门 大 学 数学 系 油印 成 10 万 字 左 右 的 “多 复 变 函数 
论 讲义 ”的 油印 本 , 并 分 送 有 关 学 者 . 此 油印 讲义 当时 广 为 流传 , 深 受 欢迎 . 

这 些 年 有 不 少 学 者 建议 将 此 讲义 充实 整理 成 书 并 在 国内 出 版 . 高 等 教育 出 
版 社 近 年 来 十 分 重视 与 文 持 优秀 科技 书籍 的 出 版 . TARR A SPE TASB 
的 出 版 

A PPAR RA BORA a, 因而 这 个 任务 就 只 能 由 我 个 人 来 负责 完成 . 我 个 
人 亦 认 为 用 中 文 出 版 本 书 是 很 有 益 的 . 因为 本 书 对 从 事 多 复 变 盟 数 及 其 他 相关 
学 科 人 研究 的 人 是 本 不 可 多 得 的 参考 书 ,而 对 从 事 基础 数学 学 习 的 研究 生 更 是 一 
本 值得 谈 的 好 书 . 相对 于 国内 外 其 他 专门 介绍 多 复 变 郑 数论 的 书 , 本 书 的 内 容 更 
N]. 

AS =F PAY VASE Bl) eo 32 BE PR BL 18 Be Et ST E TZ RPT. JL 
IT FSA FORA Be ik Ep SST ET FE RARAP. 本 书 体 现 了 多 
复 变 这 一 学 科 在 数学 统一 性 上 的 特征 

闸 于 作者 的 水 平 ,本 书 不 可 避免 会 有 销 疾 和 失当 之 处 ,这 些 当然 是 本 人 的 责任 . 

本 书 的 顺利 出 版 得 到 了 同济 大 学 数学 系 周 表 皮 副 教授 与 址 士 生 王 隐 和 董 欣 
的 大 力 相 助 . 作者 还 要 感谢 国家 日 然 科 学 基金 会 对 我 的 教学 与 科 人 研 工作 的 长 期 
SCH. 
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在 这 一 草 , 我 们 将 从 解析 延 拓 的 观点 引出 全 纯 域 和 全 纯 凸 域 


81.1 全 4 域 


首先 回忆 单 复 变量 的 全 纯 函 数 的 性 质 . 设 f(z) 是 C 上 的 全 纯 函 数 , 它 的 定 
义 有 下 面 两 种 方法 : 
(1) f(z) 在 局 部 可 写成 收 全 的 大 级 数 , 即 


(2) f(z) = ulz,y) + V—lo(2, y), RB z=zc+iy,u(z,y) 与 v(x,y) 是 定义 在 
R? FAS. f 称 为 是 全 纯 的 , a CE eA 
ðu __ 2v 
M u - (1.1) 
Ox Oy 
(1.1) 就 是 Cauchy-Riemann 方程 
Cauchy-Riemann 方程 亦 可 用 下 述 方式 表述 : 
RIISA K RARMAN RT 


0_1 (2 十 T) | (1.2) 


.2 . 第 一 章 全 纯 域 与 全 纯 凸 域 


af 1/6 0 
ir TE) (w+ lv) 
l /ðu Ov J/—-1 /Ou ðv 
let (apt ae) ue) 
故 f(z) 满足 Cauchy-Riemann 方程 当 且 仅 当 = ~ 0. (1.2) 中 2 的 系数 : 是 


有 用 的 , 这 在 后 面 将 会 看 到 . 
对 于 多 复 变 量 的 情形 , 一 样 可 以 按照 这 两 种 方法 来 定义 全 纯 男 数 
(1) f(z) 在 局 部 可 与 成 收敛 的 多 级 数 , EN 


这 里 (2) 就 等 价 于 n 对 Cauchy-Riemann 方程 . 

当 n= 1 时 ,古典 的 复 变 限 数 论 中 有 一 个 重要 的 概念 就 丰 解 析 延 拓 . 设 f(z) 
是 定义 在 开 集 G CC 上 的 全 纯 函数 , 则 f 可 以 延 折 到 最 大 的 一 个 定义 域 Dj, 这 
个 D; 就 称 为 f 的 自然 定义 域 . 一 般 来 讲 , D; ZC, 因为 由 单 值 性 的 问题 , D, 党 
常 是 铺 开 在 C 上 的 区 域 


例如 , 设 f(z) = Vi 一 z=1+ = (—2) + > (-3) (—z)*+---, 它 的 目 然 定义 
域 就 是 C\{1} 上 的 两 叶 铺 开 的 区 域 . 


EZREK P, 亦 有 解析 延 拓 的 问题 . A f(z) 为 定义 在 GCC” 上 的 
_ 个 全 纯 函 数 , 且 总 可 以 解析 延 拓 至 更 大 的 定义 域 上 , 则 这 个 最 大 的 定义 域 万 ， 
就 称 为 f 的 自然 定义 域 . 这 个 Dy 通常 亦 不 包含 在 C 中 , 但 它 一 定 是 铺 开 在 
C” 上 的 区 域 . 

设 F = {f} 是 一 族 G c oO ENGARR, 定义 Dr = 全 Dy. BENT 


JEF 


F H G LFBZAR AN ER, 对 n = 1 5 n > 1 两 种 情形 Dr 的 定义 都 是 一 
样 的 , 1E% n = 1 时 Dr = G. 这 是 很 显然 的 : 因为 对 Va 4 G, AŽ (z-a)! 
是 G 内 的 全 纯 函 数 , 而 a ¢ Dia), Mag Dr, i Dr = G. 但 对 于 n>1 
的 情形 , 这 就 未 必 : 例如 n = 2 AY, 通常 不 能 像 n = 1 的 情形 那样 构造 出 类 似 
于 (z-a)! 的 函数 f 使 得 对 a G 时 , 推出 ag Dy. 例如 对 G = C?\{0}, 这 
里 {0} 表示 C 中 原点 所 成 的 集 , 一 般 无 法 找到 一 个 在 C’\{0} 全 纯 , 而 在 {0} 
这 一 个 单 点 所 成 的 集 上 具有 奇 性 的 全 纯 肾 数 ， 因 为 在 C* 上 一 个 区 域 定义 的 全 
at RAN SARS. 类似 于 n = 1 KRX (z 一 a)-!, 我 们 目 然 会 想 
到 函数 f(z1,z2) = (z12z2)-!. 但 zn 的 零点 集 是 (C x {0}) u ({0} x C), 因此 


81.1 全 HN 3. 


f(z1, 22) = (122)! RÆ C2\{(C x {0}) U({0} x C)} 上 全 纯 , 而 不 在 C*\{0} 上 
全 纯 . 另外 函数 f (21,22) = 一 + 作为 可 微 函数 , 只 在 C? 中 的 原点 具有 奇 


z1|* + |z2|° 
性 , 但 它 不 是 全 纯 函 数 . 在 1906 年 , Hartogs AH Cr 中 存在 区 域 G, 对 任何 全 
纯 函 数 均 可 以 解析 延 拓 到 更 大 的 区 域 上 去 , 亦 即 如 采 我 们 用 F 表示 G Le AR 
数 全 体 , 则 对 Cr 中 的 某 些 区 域 G, WA GC Dr, 1E G Dr, 这 种 现象 后 来 就 
被 人 们 称 为 Hartogs MR. 

现在 我 们 举 一 个 具体 的 例子 来 说 明 Hartogs 现象 的 存在 . 设 


G = {(z,w) € C*||z| < 1,8 < 1,8 < |w| <1}U{(z,w) € C*||z| < a <1,|w| < 1}, 


WW G EWENEMENT {(z,w) € C?||z| <1,|w| < 1}. 
下 面 我 们 看 一 个 示意 图 . 图 1.1 中 R? 中 的 阴影 部 分 记 为 S. 作 映 射 


y : C? — 及” 


(2, w) —> (|2], lwl), 


则 G = p7! (8). 现在 我 们 来 证 明 上 述 论断 . 


jw] 


2 | 


图 1.1 


第 一 步 是 利用 Laurent 级 数 展开 . 对 每 一 个 给 定 的 |z| < 1, f(z, w) 都 可 表示 
成 Laurent 级 数 


f(z,w) = > a,(z)w”, (1.4) 


这 里 a(z) Æ {z€ C||z| <1} MEHR. 当 |z| < a WY, (1.4) 中 的 Laurent 展 
开 式 中 不 出 现 负 的 大 次 项 , 即 a,(z) = 0,Ww < 0. 因为 au(z) I {z € Cllz| < 1} 
中 之 全 纯 函 数 , 在 其 中 之 一 开 集 上 为 0, 所 以 a,(z) 在 {z€ C||z| <1} 上 恒 等 于 
0. 因此 f(z,w) 是 双 圆 柱 {(z, w) € C?||z <1,|w| <1} EI SHE. 


4: 第 一 章 全 纯 域 与 全 纯 凸 域 


这 样 定 义 的 f(z,w) 是 双 圆 柱 {(z,w) € C2?||z| < 1,|w| < 8'} 中 的 全 纯 函 数 ; 而 
在 {(z,w) € C?||z <a,|w| <1Y P, f(z,w) = f(z,w). 因为 此 时 它们 可 以 用 同 
一 个 Cauchy 积分 式 表 示 , 所 以 这 样 定义 的 f(z,w) 就 是 原来 的 f(z, w) 的 解析 延 
Hi. 也 证 明了 f(z,w) 是 双 圆 柱 {(z,w) € C?||z| < 1,|w|l < 1} ER a ai RRI. 

下 面 给 出 Hartogs 所 给 出 的 全 纯 域 (正则 域 ) 的 定义 . 


这 里 O(G) 表示 G LEARN. 

前 面 已 经 说 明 C 中 任 一 开 集 都 是 全 纯 域 , 这 主要 是 由 于 (z 一 a)-! 这 类 全 纯 
函数 的 存在 , 而 对 Cn" 中 的 开 集 , 有 的 可 能 不 是 全 纯 域 . 但 是 有 的 具有 特殊 条 件 
的 域 可 以 证 明 它 是 全 纯 域 . 


定理 1.2 Gc 是 一 个 开 集 , WRG 是 欧 反 凸 的 , 则 G 是 全 纯 域 . 

WER: 用 OG 表示 G 的 边界 集 . 对 vre OG, 由 于 G ERR ON, 因此 存 
在 一 个 过 r 点 的 实 超 平面 H, H 与 GU 9G 只 相交 于 点 r. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 
以 认为 r 就 是 C"” 中 的 坐标 原点 . 现在 H : > (QyZy + GyZy) = 0 是 实 超 平面 ， 


VZIH : X (V-layz, + V—10,2,) = 0 亦 是 实 超 平面 . HO V-1 是 一 个 经 过 
原点 的 复 超 平面 , HN V-18 :1(z) = 》 ww =0. HF H 5 GUdG 只 相交 于 


VU 


AA, 因此 f(z) = 5 在 G 内 是 全 纯 的 , 但 是 它 不 能 通过 原点 延 拓 出 去 . 此 结 


论 对 8G 内 任 一 个 点 都 成 立 . 故 G 是 全 纯 域 - 


§12 £45 


定理 1.2 之 道 是 不 成 立 的 , 这 在 n = 1 时 就 有 大 量 的 反例 . 这 表明 全 纯 域 的 
概念 比 欧 氏 同 要 广 得 多 . 另外 , 从 全 纯 域 的 定义 知道 对 于 全 纯 坐 标 变换 , 全 纯 域 
是 不 变 的 ; 但 是 对 于 欧 氏 凸 则 不 然 , 除非 是 复线 性 变换 . 下 面 我 们 要 引入 全 纯 凸 
的 定义 , 这 种 凸 性 正好 刻画 了 全 纯 域 . 


81.2 T gi A u .5. 


如 采 G 是 C" 中 的 开 集 , K 为 G FI TER, 
K := {x € G| 对 所 有 实 值 线性 函数 l, (£) < Sup 小 


这 个 K 就 称 为 K 的 凸 包 . WR G AKRON, 则 不 难看 出 在 G 中 每 个 紧 集 K 
的 凸 包 K 都 一 定 是 紧 的 , MA K 本 身 都 是 欧 氏 凸 的 . 此 时 则 有 G = UK, 每 个 
K, 都 是 紧 凸 的 且 K, C Ko. 在 上 面 这 个 凸 包 的 定义 中 , BRT LE A Z 
性 函数 集 更 大 的 集合 来 代替 线性 函数 的 集合 ， 而 且 要 求 这 个 更 大 的 集合 是 在 全 
纯 坐 标 变换 下 不 变 的 , 那么 这 样 所 类 似 定 义 的 “ 凸 包 ” 的 性 质 亦 是 在 全 纯 坐 标 变 
换 下 不 变 , 这 自然 就 想到 了 下 面 全 纯 凸 的 概念 . 


定义 1.3 令 G 是 Cn 中 的 开 集 ，K 是 G 中 的 一 个 紧 集 , K 的 全 纯 凸 包 

KA 
K = {x € G||f(@)| < Supl fl, Vf € O(G)}. 

如 果 对 G 的 任意 紧 集 K, 它 的 全 纯 西 包 度 都 是 紧 的 , 就 称 G 是 全 纯 凸 的 . 


这 个 定义 完全 是 前 面 用 线性 函数 定义 的 吓 性 的 极其 简单 的 推广 , 这 里 用 绝 
对 值 取代 以 前 的 U(r) 是 自然 的 , 因为 


K K 
这 里 1 = Re 卫 , 卫 是 一 个 复 值 线性 因数 , 所 以 有 
ol (x) — PRe L(x) _ ler] < Suple? 


下 面 给 出 1932 年 证 明 的 Cartan-Thullen 定理 . 


定理 1.4 (Cartan-Thullen) 设 G 是 C" 中 的 开 集 , 则 如 下 条 件 等 价 : 
(1) G 是 全 纯 域 ; 

(2) G 是 全 纯 凸 的 ; 

(3) 存在 G 上 的 一 个 全 纯 函 数 f, 它 的 自然 定义 域 就 是 G. 


WER: 我 们 仅 证 明 G 是 有 界 的 简单 情形 , 其 他 情形 无 本 质 困 难 . 
(3) => (1) 是 显然 的 . 
(1) = (2) 我 们 引入 n FWE. al ,an Æ n ENER, 今后 我 们 记 


6. 第 一 章 全 纯 域 与 全 纯 凸 域 


设 EG 中 的 任 一 集合 , 定义 d(F) = „inf, dist(x,y), 这 里 dist(z, y) 


是 zz 与 y 之 间 的 欧 氏 距离 . WR KEG 中 的 紧 集 自然 d(K) > 0. 按照 K 
的 定义 , K 是 G 中 的 闭 集 ， 如 果 能 证 明 d(K) > 0, M K 是 紧 的 ， 事 实 上 有 
d(K) = d(K). 

对 任意 的 满足 d(K)>e>0W e, fF 


= {x € Gidist(z, K) SE} CG. 


由 多 圆柱 的 Cauchy 积分 公式 , 我 们 有 


|al | 
vn —Sup| fl, Ve € K. (1.6) 


Ta)” ‘(Zn 一 Lon)” ) 是 在 以 Tto 二 (zol - Lon) 为 中 ， N E 为 半径 的 多 圆 
柱 中 收敛 的 ， 因 为 对 fe O(G) 这 个 事实 均 成 立 而 G 又 征 全 纯 域 所 以 必 有 
d(xp,C"\G) > £, W d(K) > e. 这 就 证 明了 d(K) = d(K), 故 K MAR. 这 里 
O(G) 是 G EMA eal ea Mee. 
(2) 一 (3) G 是 全 纯 凸 的 , 我 们 可 以 在 G 中 选取 一 个 点 列 {z,} 和 一 族 紧 集 
= Ky, 使 之 满足 : 


1) G= |) Kv, K, C Ky413 


2) {x0} 使 OG WER ARE ERA: 


3) Ly E Ky. 
再 由 G 是 全 纯 凸 与 K, = Ko, 得 到 对 每 个 v 存在 一 个 f € O(G), 使 
万 (zo 儿 > Supl ful. 将 这 个 fy 乘 上 适当 的 大 次 与 常数 , 可 以 使 所 取 fo 满足 


fu (Ty) —1 和 Sup] fou < Ey, 
这 里 {e,} 是 一 个 任意 小 的 正 数 列 , H > ve < +00. 
今 构造 (1 - f)”, 它 是 在 G 内 收敛 的 , 记 为 F, 则 


D*f(z,)J=0; Vlal<w. 


1.2 £4 4 B .7- 


对 Ver c OG, Mx, 的 子 序列 {2,,}, zu > 2”, H D°f(rv,) = 0, lal < vi 如果 
可 以 沿 z* 延 拓 出 去 , WEY, D*f(c*) = 0, Vial < vi, 这 里 vy WHF +00. 
故 (D° f)(x*) = 0 对 Ya 都 成 立 . 因此 在 zx* 的 小 邻 域 中 f = 0. 再 由 唯一 性 定理 ， 
Wf 在 G HBAS. 这 与 f= |] [1-0 是 矛盾 的 . 因此 f 不 可 能 沿 OG 
的 任何 点 延 拓 出 去 . = 

上 面 (2) — (3) 的 证 明 主 要 想法 是 : 一 个 在 G 上 有 太 多 零点 的 非 零 全 纯 函 
数 是 不 可 以 延 拓 的 . 上 面 构造 的 上 就 是 这 样 的 函数 . 下 面 我 们 再 证 明 对 判断 某 
一 个 域 是 否 为 全 纯 域 较为 有用 的 一 个 定理 . 


定理 1.5 3 G 是 全 纯 凸 当 且 仅 当 对 任意 zu 一 0G, AE f e O(G) 使 得 
{If (£v) } EA. 


证 明 : “< 天 ”如 果 G 不 是 全 纯 凸 , 则 存在 G 中 的 紧 集 K, 使 K 不 是 紧 的 ， 
那么 存在 {Tu} € K, Tv — OG, |f (£v)! < Sup| f|, 改 {|f (zxv)|} AN. 


“一 >” 设 {zu} E€ G, £y > OG, Ky = K, C G,G = JE. 可 以 假定 zu € 
Ky, tu € Ky, K u < v 时 ,根据 全 纯 凸 的 定义 , 对 每 个 w 可 选取 fy € O(G) 使 得 
f(zo)| > v+ 9) |fulae) (1.8) 


2.1 W & 


GAR" 中 的 一 个 区 域 , 如 果 它 的 边界 OG 是 可 微分 的 , 则 可 以 用 边界 的 是 
否 凸 来 判定 区 域 的 是 否 凸 . 设 ze OG, 我 们 可 对 坐标 作 一 线性 变换 , 使 z 正好 是 
坐标 原点 , 同时 在 这 点 OG 的 切 平面 正好 是 xz = 0, 这 时 在 0 点 附近 , G 可 用 


G = {(z yznjeRzlfc ‚En-ı) — tn < 0} 


来 定义 . M G 在 0 点 附近 是 凸 的 等 价 于 


0° f 
= 0. . 
(Be ac, i | t) 


G 在 0 点 附近 是 强 凸 的 等 价 于 


0° f 
(Be ac, >" (2.2) 


Ar r= f(a, n. , Tn—1) 一 In: 则 在 0 点 的 条 件 (2.1) = (2.2) 可 分 别 等 价 于 


在 0 点 的 切 平面 上 半 正 定 与 正定 . 即 在 0 点 Y 


Or 


> A d 
Bz dn, > 0 (或 > 0), 对 任 
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1910 年 , E. E. Levi 就 提出 全 纯 凸 是 否 亦 可 以 类 似 于 欧 氏 凸 那样 用 其 边界 的 
局 部 性 质 来 描绘 . 这 就 要 引入 复 Hessian 来 描绘 边界 . 
设 Gc Cn 是 有 界 的 , 而 且 其 边界 0G 是 可 微 的 ， 


G = {ze C"|r(z) < 0}, 


这 里 r(z) 是 定义 在 OG 的 邻 域 中 的 实 值 可 微 函 数 , 而 且 在 这 个 邻 域 中 dr 在 AG 
上 处 处 不 为 0, r 的 复 Hessian 在 OG 的 复 切 平 面 上 ， 


个 在 U 上 定义 的 实 值 C? BH yp, 使 得 
(1) GNU = {x € Ulyp(z) < 0}; 
(2) dply £ 0; 


> n 3 YO OY | 
(3) 对 于 任意 E = (€1,* En) EC 者 2 Bo So = Q, 则 
n 920 
2 Br > 9 
就 称 G 在 y 点 是 拟 凸 的 ; 如 果 对 任意 5EEe C" HEAD, FD 二 | é =0, HA 
n 920 
02,0%, bude > Q, 


MAA G 在 y 点 是 强 拟 凸 的 . 如 果 G 在 边界 OG 上 的 每 一 个 点 都 是 拟 凸 的 , 我 
们 称 G ZH: 如 果 G 在 边界 OG 上 的 每 一 个 点 都 是 强 拟 凸 的 ,我 们 就 称 G 
SEHEN. 


上 述 定义 中 函数 o 的 选取 是 有 一 定 任意 性 的 , 但 是 这 对 拟 凸 与 强 拟 凸 的 定 
义 并 无 影响 . 设 G 在 UU 上 由 另外 一 个 C2 实 值 函 数 p 来 定义 , 即 GNU= {ze 
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U|p(x) < 0}, 那么 p = hp, XE h 是正 的 C? STARK. 由 


Op ,op Oh 
Be, Oz, + Oz)” 
O7 op -h 0° p , Oh Op | Oh Op | O°h 
Oz, OZ, OzOzZ, O2yO0Z, Tu Oz Pz, OF 


n Oy 7 n Op u 

2 Oz, Sv ~ hr Az, Sv 0, 

n T (2.4) 
D20 _ 070 加 


(2.4) FR SRN ES PAR op 的 选取 无 关 的 . 这 类 函数 o 就 称 为 
G E y 点 的 定义 函数 . 从 上 面 说 明 可 以 看 到 , G 在 y 点 拟 凸 与 强 拟 凸 的 定义 
与 定义 函数 的 选取 无 关 这 一 事实 是 依赖 于 原来 定义 中 定义 函数 y 在 y 点 的 复 


Hessian ( oe ) 的 半 正 定 与 正定 是 限制 在 0G 在 这 点 的 复 切 平面 上 ; 
ay AU l<u,vgn 


如 果 没 有 这 个 限制 , 定义 函数 的 半 正 定 与 正定 的 性 质 是 不 一 定 保持 的 . 但 是 在 强 
拟 凸 的 情形 , 我 们 一 定 可 以 选取 一 个 适当 的 定义 函数 , 它 的 复 Hessian 对 任意 的 
€ = (€,,--- En) E C” 都 是 正定 的 . 

设 ER G 在 ye6G 点 的 一 个 定义 函数 , CE y 的 复 切 平 面 上 是 正定 的 . 
显然 e^ -1 BEG 在 y 点 的 定义 函数 , 这 里 4 是 一 个 任意 的 正 实数 


(et — 1) = Ae“ = 
a A Baas: (2.5) 
2 I, = A'e" 3 + AeA 2 nr bub y 
现在 考虑 C 上 的 单位 球 Sr = f = (éi, En) € C” > é|? = l 对 于 
v=1 


任意 € e Sr, 可 按照 下 述 方式 找到 & 的 开 邻 域 U: 


2, 5 
(a) X ERE DZ we, = 0, U DT W)enE, > 0. 因此 可 在 5" 中 
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选取 € 的 开 邻 域 UV 使 得 


由 于 STERN, 则 存在 有 限 个 U, , Un} 将 5S" Mm 4 Ui (1 <i< K) 
是 由 (a) 中 取出 的 , 就 取 对 应 的 A; = 1; 若是 由 (b) 中 取出 的 PLR A; = Ag. & 
Ao = max 4i, 那么 对 任意 上 e S”, 


1<ısk 


(2.6) 


在 (a) 情况 的 选取 中 , 我 们 看 到 TOR > 0 是 必需 的 ; 否则 就 无 法 


az, USS > 0. 因此 这 点 亦 表 明 对 拟 凸 的 情况 ， 


即 在 (a) 的 情况 下 要 保持 a (Ed, > 0 是 不 一 定 可 能 的 . 事实 上 , BME 


果 亦 只 有 在 强 拟 同时 才 成 立 . K. Diederich 与 J. E. Fornaess 有 反例 说 明 对 拟 凸 时 
无 此 类 性 质 (UL Pseudoconvex domains: an example with nontravial Nebenhiille, 


Math. Ann. 225(1977), 275-292). 
下 面 的 定理 说 明 强 拟 凸 域 是 欧 氏 凸 的 最 广 的 推广 . 
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定理 2.2 若 G 是 Cn 中 的 域 ,VEDOG.G 在 9 点 强 拟 凸 , 当 且 仅 当 存在 另 
一 个 全 纯 坐 标 系 , G 在 9 点 对 此 坐标 是 强 欧 氏 凸 的 . 


证 明 : it G 在 y 点 附近 的 定义 函数 为 7, 即 在 y 的 一 个 邻 域 U 中 
GNU = {x € C”|r(x) <0}. 


不 失 一 般 性 , 我 们 假设 y 点 就 是 坐标 原点 , 此 时 用 (7z1,… ,zan) 表示 欧 氏 坐标 . 
在 坐标 原点 , 对 r 进行 Taylor FEF 


„— or (0) x, +5 Or -(0)xi2; Lou, (2.7) 


10) 是 正定 的 , 则 G 就 无 疑 在 > — 0 
8 r 


拟 凸 ， 原 来 欧 氏 凸 与 强 欧 氏 凸 的 定义 中 关于 Hessian ( 


正定 的 要 求 都 只 是 对 于 OG 在 xz = 0 处 的 切 平面 而 言 ， 但 是 上 面 已 DIR T ATIRIA 
Bis, P PTR ESE ETE x € OG 的 强 拟 凸 条 件 中 可 


放弃 Levi 形式 dz“ @ dz’ 是 仅 在 9G 的 复 切 平面 的 限制 . 


—- 
现在 我 们 假定 就 选取 这 样 的 定义 函数 r, 用 复 坐 标 来 展开 7, 则 
O O 
> an <0" + = 0" (2.8) 
1 0*r 1 8? r o 
7224 Oru0z 220" T 2 2 82,03, |” 
fr u 
+ 2 OZ, Zy 0 + 
2 
G 是 强 拟 凸 的 , 即 (2.8) PARN (5 | _,) 是 正定 的 , TAREE BER 


(2.8) 中 右 端 最 后 三 项 之 和 是 非 负 的 , 而 且 对 z = (21,---, zn) £0, 它 是 正 的 . 因此 
2 
我 们 希望 找到 一 个 适当 的 全 纯 坐 标 系 (wi,… w), 能 使 — 


2 
Res | win, = 0) 
只 要 对 坐标 (2 th) 作 一 个 线 性 变换 就 可 以 使 如 下 条 件 满足 : 
Or Or Or 
Bz z0 Bz2 le-0 = Jz, eh 


现在 再 作 全 纯 坐标 变换 


‚MA 


82102, 


所 以 , 我们 选取 定义 函数 "使 得 ( 


上 式 就 表明 G 在 y 点 关于 坐标 (wi,… ,wn) ERRAK. u 
此 定理 只 是 局 部 的 情形 , AC OR CIR; 但 有 些 特殊 区 域 , 全 纯 
证 束 等 价 于 欧 氏 凸 . 省 状 域 就 是 具有 这 种 性 质 的 域 


定义 2.3 To c Or., 
Tg = {z € C”|Re z € G}, 


这 里 G 是 Rn 中 的 一 个 域 , To 就 称 为 管状 域 或 R” 上 域 G 上 的 管 . 


定理 2.4 To 是 管状 域 , 下 列 三 个 条 件 等 价 : 
(1) Te Zee: 

(2) Te HRA; 

(3) G ARKH. 


(2) 与 (3) 的 等 价 是 显然 的 ; (1) 与 (2) 的 等 价 证 明 是 Bochner 给 出 的 , 其 中 
(2) — (1) 自然 亦 是 显然 的 , 因此 所 要 证 明 的 就 是 (1) — (3), 这 要 用 到 一 个 引 
理 , 为 了 叙述 与 证 明 的 清晰 , 这 里 仅 对 m = 2 的 情形 进行 考虑 , 对 于 n > 2 WIR 
形 完全 是 类 似 的 . 
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引 理 2.5 设 G 是 及 ?中 的 一 个 域 , To 是 G 上 的 管 . 设 开 集 AaOb XG 
内 的 一 个 三 角形 . AT = [O,alU [Ob c G,A 表示 闭 三 角形 AOdadd, 这 里 
0 < 入 < 1 WRT RAAD, UNTER 和 ,0 < 入 < 1, E M > 0 使 得 
Ky = TrA {lImz| < My} 的 全 纯 西 包 Ky D Ay, KH Tp = {z € C?|Rez Er}. 


现在 要 证 明 G 是 凸 的 . 由 于 G 是 域 , 故 G 内 任意 两 点 均 可 以 用 有 限 线 段 所 
构成 的 一 条 折线 联结 起 来 , 如 果 我 们 能 证 明 一 条 由 两 条 线段 连 起 来 的 折线 在 G 
中 , 必 可 推出 此 折线 之 两 个 闪 点 的 连 线 亦 在 G F, 这 就 证 明了 G EN N. 

现在 设 折线 aOb Æ G 中 , 由 Oe G, 故 引 理 2.5 中 所 定义 的 Ay, 当 入 充分 
小 时 自然 有 Ay cG. 假定 有 一 个 最 大 的 ào < 1, 使 所 有 入 < Ao 时 , Ay cG, 现 
在 来 说 明 这 是 不 可 能 的 . 

由 引 理 2.5 知 , 对 任意 Xe (0,1), 存在 Te PRE Ky 的 全 纯 凸 包 Ky, 满足 
K、 > Ay. 由 To 是 全 纯 域 , 因此 d(K、) = d(K、) >e > 0, 而 d(Ky) 主要 决定 于 
实 的 方向 , 因此 这 里 可 取 到 的 e > 0 是 与 入 无 关 的 . 因此 , A, 与 9G EI HER 
e > 0, 故 它 不 可 能 在 某 个 Ao 处 停 下 , 使 Au, Z G. 因此 , A cG, 联结 a,b 的 线 
段 都 在 G 中 , 进而 G 是 欧 氏 是 的 . 

WERA: [ 引 理 2.5 的 证 明 ] 不 失 一 般 性 , 我 们 可 选取 适当 坐标 使 得 O 就 是 坐标 
原点 , a = (1,0) E b= (0,1). 现在 作 复 曲线 


Se : z1 + z2 — elz? + 25) =1-e, e> 0. 


这 个 Se 是 二 维 的 ,由 zx = ri + V—-ly;; i =1,2. 它 的 实 表示 为 


Tı +22 — e(z] + z3) + elyi +y2)=1-— e€, (2.9) 
yi + ya — 2eltıyı + T242) = 0. (2.10) 
(2.9) 等 价 于 LAI 2.1) 


的 区 域 记 为 Q,Q c Tg. Q 的 边界 是 由 三 部 分 组 成 , 一 部 分 是 图 2.1 中 eOad 所 
表示 的 三 维 区 域 , 它 不 仅 包 含 在 AF, MEERE Tr 中 ; 为 一 部 分 是 eObd 所 
围 成 的 三 维 区 域 , 它 包 含 在 B 中 , 亦 同样 在 Tr 中 ; 为 外 就 是 Se IF Tr 中 的 那 
一 部 分 , SH Se 记 之 . 
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yi+y3 
N 2 
efi 1 
2 | e 
, > 
Ly 
图 2.1 


当 e 一 0 时 , 图 2.1 中 所 示 的 ab 就 趋 近 于 直线 , 因此 对 任意 入 0< 入 <1 总 
能 找到 充分 小 的 e 一 0 使 Ay FEO 中. 对 给 定 的 e, 


l 
Sup|Im z| = -. 
zei) C 


因为 P:= (TrA {Im z| < My}) U Se D 99,Vf € O(Te), 


Sup|f(z)| < Sup|f (2): (2.11) 


zei) zEP 


又 由 于 & 是 复 直线 的 一 部 分 , W fls, 上 的 极 大 模 亦 必 能 在 它 的 边界 上 取 到 , 亦 
即 必 在 图 2.1 中 曲线 段 ead 和 ebd EREI, 因此 


Sup|f(z)| < Sup If (2): (2.12) 


zes. ze(Trn{IlmzsMyı}) 


由 (2.11) 和 (2.12) 知道 , 对 任意 zEN, 任意 Fe OlTe), 
f(z)| < Sup f(z)|. 


z€E(IrNi{Im z<M,}) 


此 即 ze 到 ,A、CQ, 故 A、cCK. E 
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Zn) E Q, WRA (zi,:… , 24), 
… 22) EQ, HAO A Reinhardt 域 . 


显然 所 有 完全 域 都 是 Reinhardt 域 


定理 2.9 设 Q 是 Reinhardt 域 , 如 果 0€Q, 则 Q 是 全 纯 域 当 且 仅 当 下 面 
两 个 条 件 同 时 成 立 : 
(1) Q 是 对 数 廿 的 ; 


(2) 0 是 元 全 的 . 


证 明 : 首先 我 们 假定 条 件 (1) 与 (2) 已 满足 , 来 证 明 Q 是 全 纯 域 
设 K EO 中 的 任 一 紧 集 ， 因 为 9 是 完全 的 ， 故 必 存 在 有 限 个 闭 多 圆柱 
Fi, hi; Pk = {z € C"||zj| < af},1 < k <l, E13 


对 vr € K, 根据 K 的 定义 与 Z zur, 我 们 知道 


(和 (JS Suplzt" -z8 < Sup at)" (| (2.13) 
K l<k<l 


要 证 明 Ê EZK, DENK EC 的 闭 包 工 在 9 中 .Yrz e L, & 
2,2.) 由 (z1(z),… ,zn(z)) 中 不 等 于 零 的 那些 元 素 所 组 成 , 由 (2.13), 对 


vl log |z; | +--- +s log |z;,| < Sup N ua log az . (2.14) 


(2.14) 对 所 有 vi > 1;i = 1,… ,s 的 整数 都 成 立 . 进一步 , 它 对 所 有 正 的 有 理 数 
vi;i 二 1,.… ,s INN, 由 连续 性 , 它 对 所 有 正 实 数 v;i = 1 …… ,s 亦 成 立 . 同样 
由 连续 性 , 对 Yr e L, 当 (zi, zi) £0 AY, (2.14) 还 是 成 并 的 . 
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现在 O EXT RUSH, 设 B 是 它 的 对 数 像 , 则 BER" 的 任何 子 空间 上 的 投 
影 也 是 凸 的 , 因此 BÆ (|zi,|,… ,|zi,|) 这 个 空间 上 的 投影 像 是 凸 的 , 记 为 Bs, 而 
(b 19 , bi .) E R? 满足 


vibi, 十 … :十 Uspbi < Sup 3 Ua 108 a, 
` ISKS! Í 


en „Is < log a; } ALP, 由 B; 是 欧 氏 号 


1 ,zs 和 loga? } 的 凸 包 在 B. 中 , 所 以 必 有 


6 = z,(2) MAA 9 是 完全 的 且 |z(z)| < 
Erl latt) < (En, 所 以 这 个 z EL, 亦 有 ze Q. 这 表明 O 是 一 个 全 纯 域 . 

现在 来 证 明和 定理 的 另 一 半 . 由 Q 是 一 个 Reihardt X, WR wen, MS w 的 
小 邻 域 在 0 中 . HN 是 一 个 Reihardt 域 : 


{z € C"||wi| —€ < |zi| < |wi] +6, ‚|wn| — € < |2n| < |wn| + €} 


(如 果 某 些 w, = 0, MEN 中 利用 |zi| < e NE |wi 一 ce < |zi| < |wi] +e), 这 里 
e > 0 是 足够 小 的 实数 . 则 在 此 环 上 , 对 每 个 变量 的 逐次 积分 , 可 以 将 f(z) ER 
个 环 上 Laurent 展开 , 且 由 唯一 性 定理 , 可 以 说 明 这 些 展 开 是 一 致 的 . 但 是 又 由 
0eQ 且 了 在 0 附近 是 全 纯 的 , 所 以 这 个 Laurent 级 数 中 负 的 大 次 项 都 不 出 现 ， 
所 以 f 就 能 在 域 O 中 展开 为 Taylor 级 数 . 现在 由 O 是 全 纯 域 , 所 以 一 定 有 一 个 
fo € O0), 而 fo 不 能 延 拓 到 较 大 的 域 , DPED fo 的 Taylor 级 数 在 Cr RRA 
域 就 是 Q. 
设 fo 在 原点 的 Taylor 级 数 为 


Jo = N daz”. (2.15) 


MR x EN, M 》 aaz*(z) 是 收敛 的 ; 对 Vy € Cr, MR al < za(z) 
Zn(y)| < |zn(z)|, WS aaz*(y) 收敛 . 故 ye O, 这 就 表示 O 是 完全 的 . 
设 Q* 是 C7 中 的 域 : 
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显然 是 收敛 的 . 因此 9 是 由 O* 的 内 点 所 组 成 . 设 vr, y c Q*, 此 即 存在 正 数 c 
使 得 


lagz*(x)| <c H Jaa2z"(y)|< ec, Va, 


这 样 对 aa # 0, 2%(x) # 0, 2% (y) #0, RITA 


log |aa| + 》 ay(A log |zu(z)| + ulog |zu(y)|) < loge. (2.16) 


(2.16) 表明 如 采 (log |z1(7z)|,… ,log |zn (x)|) 和 (log |z1(y)|,--- ,log |zn(y)|) ERT 
0* 的 对 数 像 , 则 (Alog |z1(x)| + ulog |zi(y)l, -+ , Alog |zn(x)| + ulog |zn(y)|) BE 
属于 Q* 的 对 数 像 , 此 即 Q* 的 对 数 像 是 凸 的 , 所 以 9 TR Ek. o 
定理 2.9 非常 有 用 , 下 面 的 例子 将 用 这 个 定理 来 计算 包含 C" 中 的 某 些 域 的 
最 小 的 全 纯 域 . 
1 1 


例如 : G = (au) € C3} [2 < z W < i} U (au) € C?|lz <1,|w| < 


p : (z,w) — (log |z|, log |w)). 


图 2.2 右边 那个 阴影 部 分 是 G 的 对 数 像 . 根据 定理 2.9, 包含 G 的 最 小 全 纯 
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1 


RT, 亦 即 要 加 上 连接 (108 L o) 和 (0.108 3 这 条 线段 下 面 


那个 小 三 角形 , 因此 包含 G 的 最 小 全 纯 域 如 图 2.3 所 示 , 是 原来 IME |zw| = 5 


那 一 段 在 (5 t) 5 (» 5) 之 间 的 双 曲 线段 以 下 部 分 


wl 


图 2.3 


对 于 全 纯 域 的 研究 就 是 由 Hartogs 的 特殊 例子 开始 的 , 然后 进一步 研究 一 些 
特殊 区 域 的 全 纯 凸 包 ( 即 包含 这 个 区 域 的 最 小 全 纯 域 ). 下 面 要 讲述 的 研究 拟 凸 
域 的 多 次 调和 函数 亦 是 1906 年 Hartogs 在 研究 一 失 具 体 域 时 首先 发 现 其 与 全 纯 
W, UMAR. 


定理 2.10 DCC, RÆ D bP i EX FH. 
Q = {(z,w) € C?|z € D, |w| < R(z)}. 
如 果 ZEAR, 则 — log R RAF. 


1906 Æ, Hartogs 证 明了 上 述 定理 . 现在 知道 这 个 定理 之 逆 尔 成 立 . 在 证 明 
这 个 定理 之 前 , 我 们 先 引 入 一 些 定 义 . 


定义 2.11 OCC" 是 一 个 域 , 设 有 一 族 映射 
Oy: AQ), v=1,2,---, 
这 里 A={zEC||z| <1} LH, po 在 A 上 是 连续 的 , EA 上 是 全 纯 的 , 如 果 
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ME O BAM, > K= (Jo.(OA) 是 紧 集 , R > (Uta ) 是 紧 的 


v=1 
OO 


(这 个 包含 关系 根据 的 是 全 纯 函 数 的 最 大 模 原 理 ), 所 以 (Ur) cco. A 


此 , #02 是 全 纯 凸 的 , 则 9 具有 圆 盘 性 质 . 


定义 2.12 ÆC 中 的 域 ,hh 是 Q EN FAR. wR h EN 上 是 上 半 
连续 的 且 满 足 对 每 一 个 小 圆 盘 人 = {z € 0||z — zo| Sr} CQ, 


则 称 h A Q 上 的 次 调和 函数 . 
证 明 : [定理 2.10 的 证 明 ] 如 果 — log R FED 上 不 是 次 调和 的 , 则 存在 小 的 闭 


不 失 一 般 性 , 假设 zo = 0 H r= 1 我 们 用 -log R 在 OA 上 的 值 来 构造 A 
上 的 调和 函数 u, MAZE A W u=Ref. KB f EA ELPA OA 上 连续 . 
大 家 熟知 , 这 个 调和 函数 u(z) 是 用 Poisson PRO RHEE, 


Re {22 | are -Re{ eno} 


_ =e 
= 1+ — 2p cos(0 — oy) 
故 
41 on E+z u 1 (” < 十 2 dc 
ue)= f (tog. R(@))Re E= asri | ER) 


.91 . 


上 十 2 1 z 1 1 1 2 1 
H — — o4 ot 
但 (E — Zz)é Ez (€—2)€ fz Ez E -z € Ak 
1 -2log R(£) 1 —log R(£) 
—_ 28 dE — — d 
212 Ié|=1 £ 一 Zz S 2702 JE |=1 E £ 


定义 一 个 在 |z| < 1 上 全 纯 , 在 |z| = 1 EERBAAR f(z), 它 的 实 部 就 是 调 
AN PKA u(z). 因此 在 上 加 上 适当 的 正 实 数 , 新 的 全 纯 图 数 仍 用 f idm, 使 得 


—logR<Ref, 在 OA E, 
- log R(0) = Re f(0), 


R ZFU) E OA, 
(2) > le’, z (2.17) 
R(0) = |e“ F| 
作 映 射 
Pr A— 22, A= 1,2, 


BEF 8Q9， 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 zm > ze on 和 ( _ =) sa<i,W 


(zo, ef) a) € AO, 即 R(zo) = ale |, 这 与 (2.17) 中 第 一 个 等 式 矛 盾 . 故此 
验证 |) ex(6A) cc Q, E (2.17) 中 的 第 二 个 等 式 表 示 这 族 {px}xez+ 不 具有 


AEZt 


圆 盘 性 质 , 这 与 0 是 全 纯 域 矛盾 . 所 以 — log R 是 次 调和 的 . u 


(2) 限制 在 每 条 复 直线 上 是 次 调和 的 
MA u Æ 9 上 是 多 次 调和 的 . 


上 述 定义 中 的 (2) 的 限制 在 复 直线 的 确切 意义 是 对 Vo en 与 va = 
(al ‚An) E C”, z%+aC 为 经 过 Zo HEL a 为 方 癌 的 复 耳 线 ， u 在 (zo +aC) NQ 
ERYK. 
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容易 验证 , 如 果 u 在 DCC 上 是 次 调和 的 , H ue C?, 这 就 等 价 于 在 D 


2u > 0. 类 似 的 , WR u Æ 9c 上 是 多 次 调和 的 且 ve C2, 则 等 价 于 


2 
( u > 0 在 Q ERZ. 
02,02; l<i,j<n 


由 定义 我 们 可 以 证 明 下 面 的 事实 . 2 {w} 是 一 族 DC C ERRIA PRY, 
如 果 u(x) = Supu,(z) Æ D 上 是 上 半 连 续 的 则 它 在 D 上 也 是 次 调和 的 . 类 似 


的 , {uy} 是 一 族 在 9 CC" 上 的 多 次 调和 函数 , 如 果 u(z) = Sup uo(z) 是 下 半 连 
续 的 , WWE O 上 的 多 次 调和 函数 . 

定理 2.14 AQ Æ Cr E. r EQ, de) = dist(xz,C"\Q) (FPA z FO 
边界 的 欧 氏 距离 ). 如果 Q 是 全 纯 域 , 则 — logd 是 多 次 调和 的 . 

WEAR: a 是 cr 上 的 一 个 单位 同 量 . Vr E Q, dalz) = dist(z,2+ aC\Q), 则 
d(x) = infda(x). 因此 -logd(z) = Sup(- log da (z)), 故我 们 只 需 证 明 — log dalz) 
是 次 调和 的 


E 


_ 2 的 情 | 
不 失 一 般 性 ， 可 到 a = (0,1) € C’, 


pa 是 从 9 到 Cs 中 的 域 Qa = pa(Q) 的 双全 纯 映射 显然 Qs 是 全 纯 域 . 根据 
全 纯 域 的 定义 ， 门 Og 是 全 纯 域 . 现在 我 们 知道 


O<a<27 


这 里 D 是 O 在 复 平面 2 上 的 投影 所 成 的 域 . 因此 由 定理 2.10, —logd, 是 次 调 
和 的 , 改定 理 证 毕 . 口 

Levi 问题 是 问 拟 凸 域 是 否 一 定 是 全 纯 域 . 定理 2.14 KH, -logd 在 全 纯 域 
上 是 多 次 调和 的 , 因此 如 果 拟 凸 域 一 定 是 全 纯 域 , 则 —logd 一 定 是 多 次 调和 的 . 
下 面 我 们 就 证 明 这 一 事实 . 


WEAR: 由 于 OD 是 可 微 的 , 所 以 — logd aha i. 因此 , IR — logd 不 是 在 9 


52.2 SRIF way . 23 - 


logd(z+7w)|,=0 >0, TEC. (2.18) 


log d(z + rw) = log d(z) + Re(Ar + Br’) + e|r|* + o(|7|*), 7 0. (2.19) 
选取 向 量 a 为 z 到 00 距离 最 短 的 那个 方向 , H ae +z € On. 定义 全 纯 曲 线 : 


Zz(T) =z+Twt ae47+B7 ， (2.20) 


d(z+Tw) > eAT+B" | ‚ea. d(z). (2.21) 


WR z+ rw EQ, 则 根据 三 角 不 等 式 及 (2.21), 可 推出 


d(z(r)) > d(z + rw) -|alle4r+Br | 


> le4r+Br \d(z)(et"" — 1). (2.22) 


_ 2 
> rllal. 
由 d(z(r)) 在 z(0) 点 的 Taylor 展开 ， 
Cd(z(r))o > 0 (2.23) 
OTOT 
现在 我 们 有 在 z(0) € 90 附近 的 定义 函数 
—d(x), ve, 
r(x) = 0, zen, 
dist(z, ON), r E C”\Q 
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切 空 间 上 半 正 定 的 , 但 现在 zx(r) 是 在 z(0) e 90 处 切 于 ON 的 . (2.23) 即 表示 


C BE ).. FE 2(0) € OO RR z(r) WAI, DNA 2’(0) 的 方 同 是 负 定 


的 ， RECHTE 
根据 上 述 定 理 , 如 果 9 是 C" PHA AVM OM, 它 的 边界 00 是 C2 的 , 我 
们 可 和 定义 一 个 整体 的 定义 果 数 r(x), 


—dist(x, ON), re, 
r(x) = 0, TEN, 
dist (x, ON), rEC”"\o. 
当 9 cr pA MOR, 具有 C WA, MAY r 一 99, -— logd — +00 
时 , —logd 是 多 次 调和 的 . E 


另外 应 说 明 的 是 , 上 面 我 们 的 证 明 是 要 求 的 边界 是 C? 的 , 实际 这 个 条 件 
也 是 可 以 除去 的 , 在 此 就 不 详 加 说 明了 . 


定义 2.16 OCC, 上 的 一 个 多 次 调和 函数 p, 若 满 足 对 任 一 实数 c, 使 
TEN) << ch LO PHER, NM HAN 上 的 多 次 调和 穷 亩 函数 .如果 yp 
还 是 强 多 次 调和 的 , 则 此 时 就 称 o 是 强 多 次 调和 穷 蝎 函数 . 


当 9 是 C" 中 有 界 拟 凸 域 且 具有 C 边界 时 , EIER -logd 显然 是 9 上 的 多 
SFA PO) 表示 O ER AUDA PRAT RANG. GK 是 9 中 的 一 个 
Kp = {z € Dlu(z) < Sup u(y), Vu € P(N)} 


yeK 


就 称 为 的 多 次 调和 凸 包 . 如 果 对 Q 中 的 每 一 个 紧 集 K, 其 对 应 的 Kp 都 是 相 
对 紧 的 , 就 称 O 为 多 次 调和 凸 的 . 


定理 2.17 Q Æ Cr 中 的 一 个 域 则 下 面 三 个 条 件 等 价 : 


证 明 ，(D = (2) 取 ufe) =) leol? — log d(z), 即 满足 (2) 


. 25 ， 


(3) = (1) 假定 对 Vzo E Q, be C”, 520, 为 了 证 明 — logd 是 多 次 调和 的 ， 
我 们 只 要 证 明 存 在 
D = {zo + Th; |r| Sr} CQ 


使 得 -log d|。 是 次 调和 的 . 现在 设 f(r) 是 任 一 全 纯 多 项 式 , 由 于 任意 D 上 的 


全 纯 函 数 都 是 全 纯 多 项 式 的 极限 . 而 在 D 上 调和 且 在 D 上 连续 的 实 函 数 一 定 是 
某 个 在 D 上 解析 且 在 D 上 连续 的 全 纯 函 数 的 实 部 . 因此 我 们 若 能 证 明 有 


—log d(zo + Tb) < Ref(7), 在 |r|=r (2.24) 


ERS, DAS 
— log d(zo + Tb) < Ref(7), 在 |r|<r 


上 成 立 . 那么 我 们 就 证 明了 -logd 是 多 次 调和 的 . 
现在 (2.24) 就 等 价 于 


d(zo + Tb) > e Ref) = Je“ FO), r| =r. (2.25) 


T — z2 +rb+àae IM, [zl <r. 
此 映射 的 像 记 作 Dy, 则 Do = D. $ 
A={MO<A<lLDAcCO 
显然 , A 是 [0, 1] 中 的 开 集 , 现在 来 证 明 A 也 是 [0,1] PHAR. 该 
K = {zo + br + aet |r| = 7,0 <A K< 1}. 


由 (2.25), K CO 而且 它 是 紧 集 在 连续 映射 下 的 像 , 因此 它 是 O 中 的 一 个 紧 集 . 
由 (3), 因此 对 Vu e P(Q), 对 每 个 取 定 的 和 ,0 < 入 < 1, 映射 


T 一 一 u(2o 十 TO 十 和 ae 一 外) 


在 |r| <r 的 邻 域内 是 多 次 调和 的 , 故我 们 有 


ulzo 十 Tb + ae F'7)) < Sup u, r| <r. 
K 


n 
z +rb+ae FEN, % > la,” <1, IT] Sr. 
v=1 


这 也 就 表示 (因为 我 们 可 以 这 样 选取 ) Y` la|? < 1 1, 而 且 对 每 个 u 的 每 个 方 
v=1 
H, RITS 
d(zo + Tb) > Je], r| <r, 
Rp 
— log d(zo + Tb) < Ref (T), T| Sr. 

XEBH T (1). C 

定义 2.18 定理 2.17 的 任 一 条 件 的 域 , MAW OM. 

注意 这 个 定义 与 定义 2.1 是 不 同 的 . ABB EE ORM A ICA (BIA 
形 ), 而 这 里 对 边界 没有 要 求 . 下 面 我 们 来 说 明 , 当 Q HIFI 是 C? 微分 流 形 
时 , 此 定义 就 与 定义 2.1 等 价 . 


首先 , 假定 O 满足 定理 2.17 中 的 等 价 条 件 , MEH ON HC? 的 . Mj — logd 是 
C? 多 次 调和 因数 , 亦 即 对 Vz € Q, ERF 


-a O*d(z) 2 Od(z) a (2.26) 
1<A,ugn 


(2.27) 


是 半 正 定 的 . 如 果 存 在 序列 Tzi} EQ, zi — 2% E€ OQ, 则 grad r(zi) — grad r(zo). 
类 似 的 , C" 中 垂直 于 grad r(zo) 的 复 子 空间 , 即 为 zo € OO 处 的 复 切 平面 , 因此 
zo 的 复 切 平面 的 任 一 回 量 £ 一 定 是 grad r(z;) 的 性 和 直 的 复 子 空间 的 问 量 & WR 
BR. 故 由 (2.27) 的 半 正 定性 , 得 到 


. 97 . 


这 就 证 明了 定理 2.17 P, 4 00 光滑 时 即 为 定义 2.1 中 所 定义 的 拟 凸 域 . 

对 每 个 fe O(Q), |S EE 2 上 多 次 调和 的 , BI |f| Ee P(O). 因此 根据 定理 
2.17 的 (3) Al, Æ O 是 全 纯 域 , M 9 DENE. 

实际 上 , WR C 中 的 域 9 的 边界 是 CN, 并 且 局 部 的 由 定义 水 数 7 给 
H. 即 对 每 个 z e 00, 存在 开 集 U MU 上 的 C? HER EEE UND = {ze 
Ulr(z) < 0}, NIS Q 是 全 纯 域 时 , 我 们 容 多 推出 Q BWA, oi xe On 


不 是 拟 目的 , MAES TEMA ITT £e C" 有 Y Ea ) og, <0. 现 


02,02 


在 由 这 个 方向 & 与 (Z a 2 ) 这 两 个 复 直线 方向 , 构成 一 个 经 z 点 的 二 维 


复 平面 , 记 为 Ao, 则 Hzo\Q 在 r 点 就 是 强 拟 凸 的 ( 因为 它 的 复 切 平面 就 是 由 一 
个 向 量 E 所 张 成 ). 则 由 定理 22, 我 们 可 以 取 一 个 适当 的 全 纯 坐 标 (wi, ‚Wn) 
使 w(x) =- -- = w(x) = 0, 而 且 在 这 点 HAQ 对 坐标 来 讲 是 强 欧 氏 凸 的 , A 
此 我 们 就 易于 在 OF (实际 上 在 Qn 五 中 ) Kal KA (A,)=ı2.-, n UOA. ) 


EN PEN KK. 而 UA. TE O PARADA, 这 与 0 是 全 纯 域 矛盾 


前 面 已 经 证 明 一 个 有 界 拟 四 域 可 以 构造 像 —logd 那样 的 多 次 调和 困 数 , 则 
如 果 ON 是 C2 的 , — logd 亦 然 ; 而 — logd + 2? AED LARA UIA FID A eA 
数 , mE Oka 证 明了 (定理 2.14) 全 纯 域 一 定 存在 一 个 强 多 次 调和 穷竭 消 数 . A 
此 Levi 问题 可 以 有 这 样 一 个 新 的 提 法 : 如 果 Q 是 C" 中 的 一 个 域 , 在 9 上 存在 
一 个 强 多 次 调和 和 穷 剖 函数, 则 Q 就 是 一 个 全 纯 域 

这 个 新 的 提 法 较 之 原来 的 拟 凸 域 的 提 法 有 其 优越 之 处 , 因为 这 个 提 法 摆脱 
了 边界 , 这 样 就 有 可 能 将 其 推广 到 复 流 形 上 去 . 首先 我 们 要 将 全 纯 域 的 概念 推广 
到 复 流 形 上 去 , 这 就 是 Stein Ti 
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(3) M 上 的 全 纯 函 数 可 给 出 M 的 局 部 坐标 , BP Vee M, 存在 fi fn € 
O(M), (有 1,… ,fn) 是 工 的 邻 域 的 一 个 局 部 坐标 . 


这 个 定义 的 (1) 即 为 域 的 全 纯 凸 的 定义 的 推广 , (2), (3) 对 CT 中 的 域 目 然 
RZ, 因此 亦 称 全 纯 域 为 Stein 域 . 这 里 由 (2) ME Stein 流 形 一 年 是 非 紧 的 , A 
为 对 一 个 紧 复 流 形 , 在 这 整个 复 流 形 上 有 和 定义 的 全 纯 图 数 必 在 茶 氮 达到 极 大 模 ， 
但 由 全 纯 郴 数 的 极 大 模 原 理 , ERA AERA a BE, 因此 (2) 不 满足 . 

在 复 流 形 上 Levi 问题 的 提 法 是 : + M 是 复 流 形 , 如 果 在 其 上 存在 强 多 次 调 
MARRARA, 则 M 是 一 个 Stein 流 形 . 

这 一 提 法 的 Levi 问题 已 经 被 解决 . 对 于 C 中 域 的 情形 是 Oka 解决 的 . 复 
流 形 的 情形 是 Grauert 在 1956 年 解决 的 , 他 用 了 层 论 的 方法 . 后 来 在 20 世纪 60 
年 代 中 期 , Kohn, Andreotti, Vesentini 以 及 Hormander 等 用 L? 方法 解决 了 此 问 
W. 而 在 1962 年 , Narasimhan 又 解决 了 复 空 间 上 的 Levi 问题 , 这 在 本 书 的 后 面 
部 分 将 会 提 到 . 

这 种 提 法 的 Levi 问题 是 有 意义 的 , 因为 要 用 定义 2.19 中 Stein 流 形 的 条 件 
去 判断 一 个 复 流 形 是 否 是 Stein 的 是 很 困难 的 . 事实 上 , 要 在 一 个 复 流 形 上 找 一 
个 非常 值 的 全 纯 函 数 往往 都 是 一 件 难 事 , 更 别 说 去 验证 这 些 条 件 , 而 相 比 起 来 找 
一 个 强 多 次 调和 穷 竟 男 数 要 容 多 得 多 . 

前 面 已 定义 了 C 中 的 强 多 次 调和 穷 网 曙 数 ， MUB EEE ED, 
代 之 以 复 欧 氏 空间 的 整体 坐标 , 在 流 形 上 是 对 局 部 坐标 (z1,:… ,zn) 的 复 Hessian 


> 0, 而 这 个 复 Hessian 的 正定 性 与 局 部 坐标 的 选取 是 无 天 的 ， 
t l<i,j<n 


FoF FF via HEY XE SC ESE EY. 


本 章 , 我 们 讨论 9 方程 的 L 佑 计 . 其 核心 是 使 用 Hilbert 空间 理论 , 并 结合 
无 验 佑 计 , 给 出 拟 凸 域 上 9 方程 解 的 存在 定理 . 其 重要 应 用 之 一 是 Levi 问题 的 
FE. 即 拟 西域 是 全 纯 凸 的 . 


ð ð 
Loo (9) un Lio (9) —> Lion (9), (3.2) 


则 上 述 问 题 等 价 于 : 第 二 个 9 的 核 是 否 等 于 第 一 个 9 的 像 . 
由 于 9 仅 对 可 微 图 数 有 定义, 我们 耕 想 利用 L 方法 讨论 问题 , 必须 先 将 9 
延 拓 为 ( 弱 ) 连续 算 子 . 这 里 , RAST 是 ( 弱 ) 连续 算 子 , A T 满足 下 列 性 质 : 
m f € Dom T (T 的 定义 域 ) ATS = 9, & fo € Dom T H fe, — f, Wi 
Tf, — g AN). 下 面 我 们 来 说 明 9 的 弱 连 续 延 拓 存 在 , 显然 , 只 需 证 明 
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从 而 g = 0, 因此 分 布 意义 下 的 延 拓 就 是 9 的 弱 连 续 延 拓 ， 但 事实 上 我 们 用 
到 的 是 闭 延 拓 , BRER SNARE. h TIERE ( 目 然 是 财 延 拓 ) 
存在 , 由 定义 , AEE. 因此, 不 妨 设 (3.2) 中 的 两 个 9 鼻子 均 为 财 笛 定 
(CS°(2) C Dom 6 在 LOQ) 中 稠密 ) REAT. 

将 上 述 讨论 提炼 为 下 面 的 Hilbert 空间 模型 : 


H, H È Hs. (3.3) 


这 里 Hi, Ho, H; 均 为 Hilbert 空间 , T, S 为 线性 闭 笛 定 算 子 . 假定 ST = 0, 问 
题 是 对 任意 feKerS$, 
Tu= f (3.4) 


是 否 有 解 . 
首先 , 易 见 Tw = f 等 价 于 对 某 个 稠密 子 集 上 的 上 所有 g, 


(Tu, g) = (f, 9), (3.5) 


REN (Tu — f, H2) =0, X Tu = f (ED m BPA BOIL). 
令 T* Æ T 的 (Von-Neumann) 9E. HZ BEIO RE, T* ZAAT, H 


下 文 涉及 的 T* 的 定义 域 均 包 含 所 有 紧 文 于 9 PEREA, 因此 Dom T* 
在 Hy 中 稠密 . 换 句 话说 , T 也 是 线性 闭 稠 定 算 子 . 

由 (3.5), 若 对 某 个 笛 集 上 的 所 有 g, 都 有 (Tu, 9) =(f, 9), BHRATHRSE 
Dom T* 中 , 利用 (Tu, g) = (u, T*g), Ni] 
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由 于 T*g > (f, 9) 是 定义 在 Hı 的 于 集 G := {T*g| g € Dom T* 的 某 个 笛 集 } 
上 的 线性 泛 郴 . 厂 可 将 其 延 拓 为 Hi 上 有 界线 性 泛 图 , 对 (3.8) 使 用 Rietz 表示 
EH, 则 Tu = f AR. 回忆 Rietz 表示 定理 : SA: H —C E Hilbert 空间 H 
LWA RAE A, 则 存在 u © H, 使 得 (x) = (z, u), Vz € H. 因此 , Aas 
为 T*g (f, 9) 是 否 可 延 拓 为 Hı EWR ARE A. 


(gv — Gu, Is cf||T* 9o —T* gull — 0 (v,u— ov), 
因此 lim (g, f) 存在 , RHEIN AZ BE z 点 的 值 . 


UOo 


泛 图 在 zx 点 的 值 定 义 为 在 Pr AIE. u 


前 面 的 讨论 仅 用 到 
H, 二 Ho > H; 


的 前 半 部 分 . 然而 , 由 于 我 们 仅 需 要 对 fe Ker 5 解 方 程 Tu = f 或 (T*g, u) = 
(g, f), 因此 就 不 需要 (3.9) 对 任意 fe Ho 成 立 , 仅 需要 (3.9) 对 f E Ker S 成 
立 . 此 时 , 我 们 需要 (3.9) 中 的 g Baki Dom T* PIS MATE. 

证 明 |(g, f)| < cp||T*9|| 的 途径 是 证 明 下 式 : 


lgl? < e(|T*g||? + ||Sg||?), Yg € Dom T* N Dom S, 


首先 注意 到 , 对 于 我 们 要 讨论 的 问题 , Dom T* 及 Dom S 均 包 含 所 有 紧 支 于 Q 
上 的 光滑 形式 , 因此 Dom T*NDom SE Dom T* 与 Ho 中 区 稠密 . 我 们 先 证 明 
以 下 引 理 : 


lgl? < e(\|T*g||? + |Sgl|?), Vg € Dom T* N Dom S, (3.10) 


(g, f)| <c2lfll IT*gll, Yf € Ker S, ge Dom T*N Dom S. (3.11) 


证 明 : 对 任意 ve Dom T* N Dom S, 使 用 正 交 分 解 


g=g+g, gı E Ker S, € (Ker S)-. 


由 于 ST = 0, 故 (Ker S)+ c (Im T)+, HÆ xe (Im T)+, WJ (z, Ty) =0, Vy € 


Dom T, 由 T* 的 定义 , 0=(z, Ty) = (T*z, y), Vy € Dom T, X T*z = 0, Mm 


(Ker S)+ c (Im T)~ C Ker T*. 


因此 gı = g — g2 € Dom T*, g2 =g—gi € Dom SN Dom T*, 故 gu, g2 均 在 


Dom T* N Dom S F. FÆ, 


(9, f)| = a, A (f € Ker 5,92 € (Ker S)+) 
< fl lgl (Schwartz 不 等 式 ) 
< calls IT’? + Sail”)?  (@.10),gı € Dom T* N Dom 5) 
<c?||f\l-\IT* 9 (gı € Ker S) 
< ca If] IT” (92 € Ker T*,T*g2 = 0). 
由 引 理 3.2, & 
lgll? < e(IT*gl|? + |Sgll*), Vg € Dom T* N Dom S, 


(g, f)| <c2\|fll-|IT*gl], Yf e Ker S, ge Dom T*NDom S, 


由 引 理 3.1, T*g — (g, f) 可 延 拓 为 Hl Liao c2 || 月 MJZ EZ K, W 


Riesz 表示 定理, 存在 ve Hi, 使 得 


(T*g, u)=(g, f), Yg € Dom T* N Dom S. 
由 于 Dom T* N Dom S 在 Ho FH, 故 


(g, Tu) — (g, f), vg C fia, 
由 (3.8), Tu = f 有 人 解 , AH Riesz 表示 定理 , 解 满足 以 下 估计 


lull <c2||fl], ue (Ker T)“. 
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上 面 的 估计 是 Riesz 表示 定理 的 直接 推 论 , 只 需 说 明 ve (Ker T)+: 注意 到 
前 面 构造 的 T*g — (g, f) 到 整个 Hi 上 的 延 拓 在 {T*glg € Dom T*} 的 正 交 补 
EBENE, 于 是 ue {T*g\g € Dom T*}. 不 妨 假 定 u = ‚lim { gu， gy € Dom I", 
则 对 任意 z€ Ker T, 有 


(x, u) = lim (z, T*g,) = lim (Tz, gy) = 0, 


U— OO U — OO 


从 而 u € (Ker T)+. 
一 般 来 说 , Tu = f 的 解 不 唯一 : ER u € Ker T, HT 


(Tg, ur u1) 一 (T*g, u) 十 (Tg, ui) 
= (T*g, u)+(g, Tui) = (T”g, u). 


Mu, u+u WA Tu= f 的 解 . 但 条 件 u e (Ker T)- 可 保证 Tu = f 有 唯一 解 . 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 了 以 下 引 理 : 


引 理 3.3 & 
loll? < c(llT*gll* + Sal”), Yg € Dom T* N Dom S, 
则 Tw = 了 对 f e Ker S 有 和解, 且 可 找到 满足 估计 
lull <c2||fl], we (Ker T)* (3.12) 
的 解 . 
注 : 4 T = 9, 则 (3.12) PHJ u HEB 1? ZI RN. 
现在 我 们 回 到 本 章 最 初 的 问题 上 . S 


Hı = Loo) (Q p), H = Lo, (2: p), H3 = Lio, (9. p), 


这 里 oe O°) (5 邻 域 上 的 紧 支 于 Cr 的 光滑 函数 空间 , 之 所 以 使 用 这 个 函数 
空间 是 为 了 保证 它 里 面 的 元 素 在 可 能 无 界 的 Q 上 L 可 积 ). 记 12 空间 的 范 数 
为 上 .| 定义 
2 _ 2 -Pd 
iF J, 有 2e-edz 


这 里 dz 是 Lebesgue 测度 ( 欧 氏 体积 元 ). 对 于 (0,1)- 形 式 与 (0, 2)- 形 式 , ER 
示 其 分 量 的 平方 和 关于 权 Er 的 积分 . 例如 , 对 f= ) far, 有 


We 人 S|fil?e-rdz. 
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Mer 的 引入 是 至 关 重 要 的 , 事实 上 , e- ”可 看 成 是 Q 上 平凡 线 从 QQ xc 的 
度量 (我 们 将 在 Kodaira 消灭 定理 的 证 明 中 详细 讨论 ). 现在 , T 与 5 为 定义 于 
CQ) 及 Co 1) (Q) ERY 0 的 极 大 Hilbert 延 拓 (BI POCA SS RE): Hy t, H > 
H3. 右 分 布 Ou € Ao, BK H, 中 元 ve Dom T. 类似 定义 Dom S. 由 引 理 3.3, 解 
O 问题 依赖 于 不 等 式 (3.10) 的 证 明 , 我 们 分 步 证 明 此 基本 不 等 式 : 

1. 定义 了 的 形式 共 斩 算 子 (精确 地 说 是 6 WIR O°) T* (在 不 引 
起 混淆 的 情况 下 , 有 时 也 将 6 写成 T, 5 BR T*). 

首先 , 对 任意 fe CO 0) (Q) c Dom T, 有 


T*g 一 一 N dig. (3.13) 


这 个 等 式 就 是 T FGF RE AIA TK. 
2. RE Dom T*. 
EAA C$ 1) () 属于 Dom T*? 由 前 面 讨论 可 和 苔 , Æ g E Co. 1) (Q)Dom T*, 
则 T*g = — Y digi. 但 一 般 来 说 Dom T 中 元 总 是 满足 一 些 边界 条 件 


在 继续 讨论 之 前 , 我 们 先 证 明 下 面 的 散 度 定理 . 
命题 3.4 HAERA Q = {r <0}, |dr| = 1 的 边界 N = {r = 0} RC) 
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Jura = Jens 


(为 简单 起 见 , 上 述 积 分 等 式 中 略 去 相应 的 面积 元 与 体积 元 ). 
证 明 : 由 Stokes 公 陈 ， 


2 ARMAR). 


固定 pe OQ, 由 于 |dr| = 1, 经 旋转 变换 (不 改变 欧 氏 度量 ), > 可 看 成 是 p 所 
附近 的 局 部 坐标 . 假定 90 在 p 点 附近 的 局 部 坐标 为 01,… ,0n_1, H dO, A---A 
dOn_1 是 OQ 的 体积 元 ， 则 dr A d0 No A ddn-ı JE P 点 附近 的 体积 元 ， Bp 


(对 


dz; A+- A d£n = dr A dhi A++- A dOn, 


因此 ， 
dzo A --- Adz, = dr Aw + adhi A--- Addn-1; 


这 里 w 是 (n 一 2)- 形 式 . 因此 


dr A dzz A -+ A d£n = adr Ad6ı A --- A dén-1, 


Bp 
OT im A. Ada, = adr A dhi A+- A dn-1; 
OLI 
Or 
从 而 a = —. 故 
Ox} 
OF ay, NA" A dIn 
Q Ox] 
= fdız Ae A dEn 
oN 
— f(dr Aw + adhi A+- A dOn—1) 
oN 
= fad$ı 人 人:.. 人 dOn_1 = Z 
AQ Jan bz 
类 似 可 得 
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` 40 f (Oir)gie ” = (3.14) 
由 于 上 式 对 任意 fe C™(Q) 都 成 立 , 因此 
>》 (Bir)gilan = Q, (3.15) 


(3.15) 是 CX (È) 中 的 g 属于 Dom T* 的 充 要 条 件 . AR, 若 9 为 紧 支 于 OW 
光滑 形式 , BVA g € Dom T*. 

3. 对 g € Dom T* N Dom SN CB 1) (0 ), 计算 |IT*gll? + || Sgll?. 

对 fe C”(Q) K g € CB) (Q), RFA 


(f, Ôi g) = - (ð; Í, g) + + ((0; r)f, g)an, (3.16) 


sı 2 方法 a7. 
H 
ISgl| = / >》 dig; — jg: e? 
S i<j 
u > | (|0ig;|? — dig; * 0;9i — O59: Bigi + |0;gi| )e ? 
i<j” h 
= Ð | (Bail? - Ga @aer* 
ij Y9 
故 
IT*gll* + llSgll* = >| igj e? + > | (68) (5:91) — (8:95) (677))e $ 
i,j i,j 
FH (3.16), All 
J, (59) (Gig Je ? = (858,95, 9:) + (Bir)6;9;, gi)oa. 
日 
J, (Big;)(Ojgi)e © = — (gj, 5:0; 91) + ((dir)g;, 0;9i)on 
于 是 
Tg]? + Sal? => J, igile? + (88; —956:)9%, 95) 
i,j t, 
+5 J One? - J (00 me 
i,j i,j 
直接 计算 可 得 
(658; — Oj;6i)w = e?0;((Ojw)e *) — d;(efd;(we”?)) 
一 (O;0;p)w 
又 因为 ， 在 ge Dom T* A CD), 则 > (Ar)gilon = 0, 因此 
0;r)6 g; e * = / 0749 ö;r)g,e ? = 
© Joal )0797 9 2 59 2 ) 
FRA 
ITa + S= E | Bige + 5 J, Ber (3.17) 
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4. 边界 项 控制 Morrey 技巧 . 
回顾 5 算 子 的 L 估计 , (3.17) 的 最 后 一 项 , 即 边界 项 


— d;r)g. 0; Je? 
> Soa 9, (B,g:)e 

总 是 很 难 控制 . 直到 1958 年 , FH Morrey WIAR FIX PAE, 因此 称 他 的 方法 
为 Morrey 技巧 . 

下 面 , 我 们 详细 讨论 这 一 技巧 : 对 ge Dom T'NCH 0), 由 于 r = 0 定义 
了 Q 的 边界 , FELKAI > 是 CP 的 , 则 

> (Air) gi 

是 C? RL. 由 (3.15), 其 在 ON LAS. Mr 为 局 部 坐标 , 对 变量 > 使 用 Newton- 


Leibniz 公式 ,得 


>》 (Bir)gi =A:r, 


由 逼近 可 知 , 上 式 对 任意 具 C 边界 的 区 域 9 及 任意 C2 AU op 成 立 . 现在 , 进 
一 步 假 定 
(1) O EHER, 即 


>》 (0;0ir)&E; 20, v >_(0r)éi=0; (3.19) 
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(2) y HJ Hessian 矩阵 强 正定 , 即 存在 c > 0, 使 得 
> (Ad;~)EE; > ey ae (3.20) 
2,7 


在 上 述 假定 下 , 由 边界 条 件 > (Bir)gilen = 0 及 (3.19), (3.18) 右边 第 三 项 
JE. 第 二 项 满足 


而 (3.18) 右边 第 一 项 总 是 非 负 的 , 于 是 有 下 面 的 定理 : 
定理 3.5 # Q Æ O AH, p ECC 满足 


则 对 任意 ge Dom T*N Dom SN ey), 有 估计 


|T* gl? + IISgll?, ota ae 5 问题 可 解 . 我 们 现在 仅 证 明了 ， 对 Dom T* N 
Dom SN CG) (N 2?) 中 的 g, 有 估计 (3.21)， 而 需要 证 明 任意 Dom T* N Dom S 


中 的 9 都 有 上 述 估计 . 为 此 ,只 需 证 明 , 对 任意 9 € Dom T* N Dom S, 存在 
gy E Dom T* N Dom S A CZ (Q ), 满足 


du —7 g, T* gy 一 Tg, S gv —_? Sg. 


这 一 问题 的 解决 是 基于 Friedrichs 的 光滑 化 拉 巧 , Hormander ZIE Y ERRI H 
最 终 解 决 上 述 问题 . 


现在 , 我 们 先 来 介绍 Friedrichs 的 光滑 化 技巧 . 令 区 域 G CR”, 
L: C~(G) — C%(G) 


是 线性 微分 算 子 . 记 Li: LG — LG X LIEH. 通常 有 两 种 延 拓 , 它们 
均 为 线性 闭 稠 定 算 子 . 

1. 强 延 拓 : 记 为 Li = L, 其 定义 是 : Lif = 9 等 价 于 存在 f € C”(G) W 
E fp >f, ALfog (2 意义 下 的 收敛 )， Baa, fe Dom Li 等 价 于 存 
在 fy €C%(G), fo > f, H {Lfe} Æ L(G) 中 的 Cauchy 列 , 且 将 其 极限 定义 为 


Li(f). 
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2. SEM: 也 称 为 分 布 意义 下 的 延 拓 , BY fe Dom Li, 等 价 于 存在 g € 
L?(G), 使 得 对 任意 he CSe(G), 即 紧 支 于 G 的 光滑 函数 ， 


(g, h) = (f, Lh), (3.22) 
这 里 L* ELBERT, CC) RAMA AMF G 的 光滑 函数 全 体 . 
定理 3.6 (Friedrichs) 若 工 是 一 阶 微分 算 子 , 则 弱 延 拓 等 价 于 强 延 丘 . 


WEAR: 简单 起 见 , RAHLE n= 1 E G= R 的 情形 . 且 在 不 引起 混 消 的 情 
况 下 , 不 区 分 万 5 L. id 


这 里 ob e C”, a’(x), U(x) AR. 只 需 证 明 , 看 在 弱 延 拓 的 意义 下 Lf = g, WE 
在 fe € CS(R), Se 一 0 时 , fe Of HL. g. 通过 乘 上 一 个 在 充分 大 区 间 
取 值 为 1 WAX FR 且 梯 度 一 致 趋 于 0 的 函数 , 不 妨 假 定 f ER 中 有 紧 支 集 . 
BEE AL BRIAN 


x(z) 是 紧 支 于 |z| < 1 的 非 负 光滑 函数 , 取 常 数 C, 使 得 
/ x(x)da = 1. (3.23) 
R 


今 Xe = ty (=), 由 于 Supp XC —1, 1], Al Supp Xe C I-€, c]. 定义 


€ 


f(z) = (F * xe)(z) = / f(z —y)xe(y)dy. (3.24) 


NA: 
(1) felz) € CF, || fell < || fl]. 事实 上 , 由 于 


fe(7) = / f(x - y)xe(y)dy = / fly)xe(z — y)dy = / f(x - ey)x(y)dy, (3.25) 
对 上 式 两 边 求 导 可 知 fe(z) e CS. 又 因为 
al < f fixe) = III 


fe — f. (3.26) 
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事实 上 ， 
lfe- fll = / f(z - y)xXe(y)dy 一 [ txa 
= | [Gæ -v)- Hexal 
< | IF- y) - Sta)lxew)ds 
< Sup fev) -Oo (fx) 


VEDUPP Xe 


= Sup ||f(z-y)- fa) —0 (4e-0). 


YESUPP Xe 


由 L? 空间 的 Riemann-Lebesque 51%, 当 y — 0 BY, || f(z - y) - f(z)| — 0. 上 
式 中 第 一 个 个 FAREA Xe(y)dy 为 一 个 测度 得 到 . 


先 对 ge CS°(R) 证 明 Lg 一 (Lg)。 — 0. 由 ge 的 定义 ,在 Supp x C |[-1,1], 
则 Loe 与 (Lg)。 IZAT Supp g 的 e RER. 由 于 


Lg. = ( / g(x 一 xc = a(x) / gl — Y)Xely) + B(x) / g(x — Y)Xely), 


HT Lg. 与 (Lg). WARTRTMEW AR, Al 
lLge - (Lg)e| — 0 (€ 0). 
对 一 般 的 f, 为 证 明 ||(Lf).—Lf.|| — 0, 只 需 
ILfe- (LF ell < cllfll, (3.28) 
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这 里 是 独立 于 /的 常数 . 这 是 因为 , 此 时 任 取 充 分 小 的 a, 总 可 找到 g € CF (R) 
使 得 | - gl < ex, 对 这 个 固定 的 g, 取 充分 小 的 €, 使 [Lge - (Lg)ell < en, Mi 


[Lfe — (Lf ell < ||Lge — (La)ell + ILC — 9)e — (ZL(f — g))el 
<e2 + ellf — gl 


< 62 + ce 


(4) 只 需 证 明 (3.28). FH (3.25), IfA < IF Il, ||df-]| < max|b(x)| - || fl, 日 
IOP) < max jb(z)| .fl 现在 


Lfe— (Lf)e = afe + bfe — (af )e— (bf )e: 
这 里 f 是 分 布 意 义 下 的 导数 . 故 只 需 佑 计 af! 一 (af')。. 事实 上 


af. — (af')e =a(f * Xe) —af *Xe 
= a(f * XL) — (af)! * xe + (a'f) * Xe 


HBE, a (£) AF, 改 ||(a f) * xell < const IFI, 为 一 方面 ， 


alf * Xe) — (af) * Xe 
= a(f * Xe) — (af) * Xe 


= | laf - vx.tw)dy — | alz -Wf@- w)xilu) de 
= (ale) - alz -f(z — y)X.(v)dy. 
这 里 第 一 个 等 式 由 分 部 积分 得 到 . 由 于 xe 的 支 集 是 [-e e), 故 
lalf + x) = (af)! *xell < f late) - ale = y)|- Ill lle 
< ( f late - -oto Ix.W)ldv) IN 


la(f * xe) - (af) *xellsellfll 
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Al (3.28) 成 立 , 于 是 定理 得 证 . 口 
现在 , 我 们 再 来 证 明 不 等 式 : 


cllgll* < (IT*gll* + Sal), g € Dom T* N Dom S. 


这 里 $ 与 TARA SEN DONE, 我 们 已 经 对 ge or, un 
Dom T* N Dom S (定义 域 中 满足 在 l TERLIRF HART C 中 元 ) 证 明 不 等 
式 成 立 . 对 一 般 的 g € Dom T*NDom S, 我 们 需要 找到 g, € CS 1)(Q)NDom T* A 
Dom S (有 时 略 去 p), 使 得 


利用 Friedrichs 的 逼近 和 定理, S 等 于 0 的 强 延 拓 . 而 对 于 T*, 其 定义 域 并 不 一 定 
ALT CZy (9), 这 样 就 无 法 耳 接 对 T* 使 用 Friedrichs 定理 . 先 考 虑 O 的 形式 共 
WAT 5 的 弱 延 拓 ( 仍 记 为 5 ), WA 


一 0i9i = 一 0:9; + (Ip)gi 一 ð g, 
5 2 2 > (3.29) 
Og = SQ, 
这 里 
g= Š gidz; Og = S (0:95 — 0;9;)dz; A dz; 
2<7 
与 出 矩阵 形式 , 则 有 
—0] 一 Oo — 03 。。。 —O; —Oj41 see —0; —0O;+1 ... On—l — On 
-% 0, 0 0 0 0 0 0 0 gi 
| g2 
0 0 0 -0; 0 ð; 0 0 0 . 
| | In 
0 0 0 0 0 0 0 On_1 —On 
OP ... nE 
0 0 gı u 
,| 0 0 92 _ O g 
Sg 


. 44 . 


这 是 一 阶 线性 微分 方程 组 . 由 Friedrichs 定理 , 5 IBS ST 8 的 弱 延 拓 
( 仍 记 为 5 , 且 无 边界 条 件 ) 等 于 其 强 延 拓 , FES ge = g* xe, M 


但 Je 仪 包含 在 Co. p (2) 中 并 不 一 定 含 在 Dom T* 中 这 是 因为 ， 由 前 面 讨论 ， 
# ge € Dom T* NCS (Ò), 则 必 有 


2?_(0i7)(ge)i = 0, (3.30) 


能 否 做 到 所 有 ge 同时 满足 (3.30) 呢 ? Hörmander 在 1965 年 发 展 了 Friedrichs 14 
近 解 决 了 这 一 难题 


下 面 我 们 来 介绍 Hirmander 的 方法 . SKM N = {r <0} CRY, SRO 上 


分 布 意义 下 的 微分 方程 组 
N J J 
2, Dit; + X buj = fk, ISksK, (3.31) 
i=1 j=1 j=l 

这 里 D; = 2, i=1, N, ab, OF OM), 将 其 表示 为 矩阵 形式 


Au + Bu= f, (3.32) 


这 里 = un), 了 二 (万 FR)". 我 们 实际 需要 的 是 f= en w 
(3.31) 的 前 KO 个 方程 为 
A°u+ B’u = f° (3.33) 


ee A? = (I, ,0n), B? = (99°, np), H K? =1, fl = 
u). 注意 方程 (3.32) 中 的 u fe er 族 偏 导数 均 是 分 布 意义 下 的 导数 
现在 我 们 说 明 如 何 描述 Dom T* 的 边界 条 件 , 对 u € LPO), 记 其 平凡 延 拓 


u(x), TE 
u — ù € L?(R“), u(r) = (z) (3.34) 
0, zeR"\N. 


HEX, g E€ Dom T* 等 价 于 (Ty, g) = (y, T*g), Yp € Dom T, RI (考虑 实 的 情 


J, (Tp)g = J, p(T*g). 


特别 的 , 上 式 对 紧 支 于 RN 的 光滑 函数 y 成 立 , HT 
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改 


(3.36) 


来 表示 . 我 们 来 证 明 以 下 定理 , 简单 起 见 , 我 们 将 对 象限 制 为 有 界 区 域 Q, 这 样 
RN ANSGAR BATE Q 上 L 可 积 . 


定理 3.7 (Friedrichs-Hérmander) Xu, f € LQ) 满足 (分 布 意义 下 


Au, + Buy — f, (3.38) 
AQ°u, + Bu, = A°u, + Buy. 


WEAR: 在 证 明定 理 之 前 , 我 们 先 对 结论 (3.38) 中 的 AOT + BI= Alu, + Bou, 
加 以 解释 . 对 紧 支 于 RN 的 Cee 函数 (3.38) 的 最 后 一 行 是 指 
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在 上 式 中 , 我 们 使 用 了 


K 


— 0* 0 

一 wa p) +j B Uv; 
TE 

/ 4 (rjus = V, 
An 
从 而 在 dQ 上 
A’ (r)u, = 0 

这 里 , A? = (-d,::: ,—On), A°(r)uy = 0 是 指 SY (Gir) (uv) = 0, BY Dom T* N 


首先 我 们 来 说 明 问题 是 局 部 的 令 {pi} 是 9 的 单位 分 解 , 则 
u = X piu = Yun, 


这 里 U(;) :一 piu, 于 是 


Aug) + Bug = pi(Au + Bu) + (Api)u 
= pif + (Api)u:= fa). 


显然 , Supp ui C Supp pi, Supp fa) C Supp Pi. Æ Supp p NNN = 8, 无 边界 
条 件 的 影响 , 可 直接 使 用 Friedrichs 定理 . # Supp p; N OQ # Ø, VE Supp pi FR 
分 小 , 由 于 60 光滑 , 进一步 假定 ldr) 40, 于 是 可 视 7 为 某 个 局 部 坐标 , 不 妨 设 
en =r, 在 这 个 局 部 坐标 下 , Q 可 局 部 表示 为 {an < 0}. TE 


N 
4 (r) = (> De) — (aN; )i<j<u 1<k<K°- 
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由 定理 的 假定 ,4o(r) 的 秩 在 OO 上 是 常 值 , 设 其 为 s, 则 经 过 行 与 列 变换 ，4o(r) 


形 如 
A°(r) = 人 (3.39) 


s J-s 


AP 的 行 变 换 是 指 其 每 行 乘 以 适当 的 光 请 函数 , 然后 作 线性 组 合 , 这 些 均 不 影响 
定理 的 假定 . PIERRE 


由 于 


故 
A°ut+ Bou = Aw + B%, 


这 里 40 是 40 经 列 变换 后 的 算 子 矩阵 . B0 与 BI 均 由 COO) 上 的 函数 组 成 


由 于 

Ui = (> Nijvj) = Ay 
故 不 影响 定理 的 假定 . 因此 不 妨 假定 A (r) 是 (3.39) 中 最 简单 形式 . 此 时 边界 条 
件 是 


由 于 此 时 Q 可 局 部 表示 为 {£n < 0}, W Dit = D;u; i < N (这 是 因为 由 前 面 单 
位 分 解 , u 在 {zw = 0} 以 外 的 边界 附近 为 零 ). 于 是 上 面 的 方程 可 化 为 


ae 


) | k ~. 一 X | k | 
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现在 将 u = (ui, ,us Us+1,… UJE 的 分 量 分 为 两 部 分 . 第 一 部 分 是 e (un 
1), 第 一 部 分 是 (an uy), 则 第 一 部 分 需 满足 边界 条 件 DN = Di, 

下 面 我 们 来 证 明 ， 对 每 个 uj, 可 选取 满足 定理 要 求 的 (wj)。. 特别 的 , 对 1 < 
j S s, (u). 满足 边界 条 件 : 


EEE at i al 


DN (uj)e = Dn (Uy )e- 


怎样 选取 (uj) VE? 事实 上 , 我 们 仍然 使 用 眷 积 


现在 (uj)。 在 zw = 0 附近 为 零 , 可 自然 将 其 光滑 延 拓 , 使 其 在 zw > 0 上 为 零 
则 自然 有 


ee i naa 


Dn (u;)e = Dn (uj )e; 


如 何 保 证 (wj;)。 FE zw = 0 附近 为 零 呢 ? 若 使 用 前 面 构造 的 以 零 为 中 心 的 磨 光 函 
数 xelz), 一 般 来 说 ,，f * xe 的 文集 比 f 的 要 大 . 因此 , 我 们 要 使 用 中 心 在 原点 左 
HE CKA (图 3.1). 则 


这 里 (Tiwv)(z) = ulz + t). 因此 , Æ Supp u C {ry <0}, Supp u C {ry <e+t}, 
BE e< (-t) (t 是 正常 数 ), 就 有 ue TE cy =0 附 近 为 零 (图 3.2). HH Friedrichs 
定理 , ue — u H Au. — Au (e — 0). 

第 二 组 u; (stl<j<J) (后 面 为 简化 记号 , H u 表示 uj), RAUF 


ee 


Dnu 一 Dyu, 


我 们 需要 找到 的 满足 我 们 要 求 的 磨 沧 ue, ee BR PERL LY Xe, 
这 是 因为 除了 we — u 之 外 , 我 们 还 需要 


Au. — Au, 


831 L F 法 AQ - 


c=, ED CD ED ED GP Gen aa eo 


图 3.2 


A 包含 2... 9 由 定理 条 件 中 Rt 4 的 处 理 知 2 


OTI > OTN OT; 


(<iis N) RÆ L W, X iN, Lu 一 一 u 可 由 Friedrichs 定理 直接 得 


到 (这 里 对 xe 没有 限制 , 因为 u 作为 rili ZN) 的 图 数 在 原点 两 边 均 有 定义 ). 


U 


但 对 zr, u 作为 zn 的 函数 仅 定 义 在 原点 左边 {zw <0}. 由 于 在 分 布 意义 下 , 总 
是 有 
(Dnu) * Xe = DN (u * Xe), 
这 里 Dy =~. 故 只 需 证 明 
LN 
(u )e — u, 
这 里 用 u 表示 u 上 式 证 明 的 核心 是 (参考 Friedrichs 定理 证 明 NH) 
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这 就 要 求 当 yy € Supp xe WY, wz — y) = T_,u € I? ({zw < 0}). Am, 4 
y <0 FY, Tyu 并 不 能 定义 在 整个 {ru < 0} 上 (OLA 3.3). 且 平 凡 延 拓 不 能 保 
HE T_yu’ € L? (zw < 0}). 因为 必须 是 在 分 布 意义 下 的 寻 数 , 对 T_,w 使 
用 平凡 延 拓 , 需要 
u’ = (ü)', 

但 对 于 u 分 量 第 二 部 分 , 上 式 并 不 成 立 . 因此 , TR u, (a)! 并 非 L 的 . 因 
此 在 光滑 化 过 程 中 , 我 们 需要 y e Supp xe > 0, ly 的 中 心 在 原点 右边 ( 见 图 
3.4). 


N EEE (EEE EEE GF GE OE EE EE EE G2 GEN 


QO 


这 样 就 确保 (T_yu’) |, <9 E L? Aan < 0}) ( 见 图 3.4). 于 是 定理 得 证 . 口 
S (58510)566 > c > El’, 


cllgll* < (||T*gl|* + || Sgll?). 


31 L Fr 法 . 51 > 


由 前 面 的 讨论 , 此 时 , 9 方程 可 解 : 对 任意 f E Lony), Of = 0, FE ue 
72(0,o), 满足 


下 面 我 们 来 讨论 解 u 的 正则 性 问题 : 当 f RGN, u=- WH u 是 否 
也 满足 相应 的 光滑 条 件 . 这 方面 比较 弱 的 结果 是 : 


定理 3.8 (内 正则 定理 ) ”对 于 光滑 边界 的 拟 西 域 9, du=f, fECH,)(Q), 
则 任意 解 u € C™(Q). 


比较 强 的 结果 是 : 
定理 3.9 (Kohn Æ) 对 于 光滑 边界 的 强 拟 西域 Q, ðu = f, $F € 


Co (82); MAER u € C(O). 
我 们 仅 讨 论 内 正则 性 . 称 


L?(Q, loc) = {g 任意 紧 集 K CO, g€ L*(K)} (3.42) 


为 局 部 L 空间 . 
引 理 3.10 Æ Bw = f € L?(Q,loc), A) u 的 一 阶 偏 寻 在 L*(O, loc) P. 


证 明 : 显然 , 只 需 证 明 Bw (i = 1,… ,n) € LQ, loc). ABRE u BMF NO. 
由 Friedrichs 定理 , FEZXTO 的 光滑 ue, 使 得 


其 次 , 由 于 du. — Jiu, 故 存在 独立 于 e 的 常数 c 使 得 


| Bruel < C. 


由 于 Hilbert 空间 中 的 有 界 闭 集 弱 紧 , 故 存在 弱 收 敛 子 列 , 不 妨 假 定 弦 收敛 意义 


因此 6v = g, 故 Ou 局 部 LL*. 
一 般 情 形 , 对 任意 紧 集 K CO, 选取 紧 文 于 Q WURR p20 HÆK 上 
p=l, 由 于 
O(pu) = (pju + pou = (Op)u + pf, 


右边 自然 L, 而 pu AMF N, KM O;(pu) € L?, Bl d;u 局 部 无 c 


现在 我 们 可 以 证 明正 则 性 定理 了 . 2 Bu = f, & f 在 分 布 意义 下 的 s 阶 导 
数 局 部 L, 由 
D? f = D° ðu = O(D’u), 


利用 前 面 的 引 理 , Al (Du) € L?(Q, loc), Bl u WBE <s+1 的 厂 义 导数 局 部 
L. 因此 , & f 各 阶 导 数 均 局 部 L?, u OR. Sobolev 引 理 , 任意 耳 到 sin 
DER") 阶 广义 导数 局 部 L 的 图 数 必 在 CO) 中 , 于 是 ve Cgo). 口 


注 : AT, 我 们 只 在 拟 西 域 上 对 (0,1)- 形 式 f 使 用 L 方法 解 方程 du = f. 
事实 上 , 对 (0, p)- 形 式 f (I<p<n) 可 类 似 讨论 . 


83.2 Levi 问 题 


下 面 我 们 用 2 方法 解决 Lei 问题 . 事实 上 , Levi 问题 最 早 是 用 凝聚 解析 层 
方法 解决 的 , L 方法 是 后 来 出 现 的 . 方法 的 优势 是 对 解 有 L 估计 , 劣势 是 不 
能 推广 到 复 空间 . 第 三 种 方法 是 积分 表示 , 对 解 有 L” 估计 , 我 们 把 它 放 在 第 五 


证 明之 前 , 先 回顾 拟 凸 域 上 5 问题 : 若 Q < C" 有 界 拟 凸 且 边 界 光 滑 , y e 
C” (9), 满足 
>》 (ADEE eY |G, c>0, (3.43) 


83.2 Levi a) au . 53. 


则 9 方程 可 解 , 且 有 相应 的 内 正则 性 . 我 们 先 说 明 (3.43) 可 放松 到 o 仅 是 多 次 
Va] AI BRIAN. 


引 理 3.12 Ql 是 拟 西 域 , o 是 0 邻 域 上 的 多 次 调和 函数 , 若 f 是 满足 


/ fer? < +oo (2)? = Sa) (3.44) 
(2 
的 日 闭 (0,1)- 形 式 , 则 存在 u, 使 得 Ou = f, E 
[ rer ee (3.45) 
(2 (2 
证 明 : Æ oec” H o 多 次 调和 , N (950j0p) >0, 因此 
> dp + EEE, > I El”. (3.46) 
用 p+ 2]? 代替 前 面 6 问题 中 的 y, 则 (3.46) ENT (3.43) 中 c = 1, 这 就 证 明 


了 (3.45). 
对 一 般 的 y, 可 利用 卷 积 ye = yp * Xe, 适当 选取 子 列 peN 2: 令 X 是 仅 依 赖 


z| 的 , 紧 支 于 |z| < 1 的 光滑 函数 , H x > 0, [x=1 pee (2). 简单 
起 见 , 假定 n= 1. 2t=ret, do Æ C 的 体积 元 , M 


由 于 pp EFES, 故 局 部 有 En. i 2 的 充分 小 的 邻 域 G, > Supy = M, N 
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知 pe 也 多 次 调和 . 在 pe PRE yy, 使 得 w 一 > p (yp 一 00). 关于 权 po 解 O 问 
题 (由 于 它们 光滑 ), MEAE u 满足 ôu = f H 


(2 (2 
由 于 p。< M, 故 
une ME < | ule rl < +00 
(2 () 
于 是 {w} 在 加 权 五 ? 空间 中 一 致 有 界 . 由 于 
lu, 一 U1) 一 Q, 


Al {uy — ui} 是 Q 中 的 一 族 解 析 图 数 . 由 于 
| lu — ul’ < J lwo? + uil < 十 CO， 


由 Cauchy fttt, 对 Q 中 任意 固定 的 紧 集 K, {u,-—um} 在 K 上 一 致 有 界 , 于 是 
{uy — ui} ENT ERDE TIER. 故 存在 子 列 (不 失 一 般 性 , 仍 设 为 {us 一 wi}) 局 
部 一 致 收敛 到 解析 限 数 u — un. 于 是 


du = O(u— un) + Ou, = f. 


下 面 的 引 理 表 明 , 仅 需 要 p 在 Q 上 多 次 调和 ， 
引 理 3.13 引 理 3.12 对 仅 在 Q 上 多 次 调和 的 p 也 成 立 . 


WEAR: 与 引 理 3.12 的 证 明 不 同 的 地 方 是 , 不 能 使 用 yp * Xe 的 方法 : 由 于 wp 仪 
TEN 上 有 定义 , p * Xe 不 能 定义 在 整个 9 E. 
由 第 二 草 的 结论 , EN 是 光滑 边界 的 拟 凸 域 , 则 —log d 光滑 且 多 次 调和 . > 


Q. = {— logd < c}, 


83.2 Levi |) 题 55 - 


由 Sard 定理 (Ef: 2 一 R” 光滑 , WRS {f(z)|z €Q, df(z) = 0} 的 测度 为 
A), 故 对 几乎 所 有 的 c, (— logd — c) 的 梯度 在 OO, LRA, 由 于 -logd 多 次 
调和 ， BOE o, oF FURR 


BR, A d > c, W) Qe C Da, Au. — ud) |o. = — 0, Bl u. — ug 在 Q. LH 
由 于 p 上 半 连 续 , 故 其 在 O 的 任意 紧 集 上 有 上 界 , TE erll 在 的 任 
意 紧 集 上 有 下 界 . 类 似 引 理 3.12 的 证 明 , SEAS K C Qn 9g, {ue — ua} Æ 
K 上 一 致 有 界 . 故 对 任意 固定 的 ec, {ug —Uchase 是 Qe EZA RA IEY. 
现在 任意 选 定 ci. 在 {ug — Uc, sade, 中 选取 子 列 


{Ue, — Ucz, Uea T Uca,’ ' } 


TE, FUN. 注意 到 {ei} 是 {di} 的 子 列 . & cs 是 {ei, eo,…} 中 充分 大 
的 数 , 将 上 述 步 又 进行 下 去 , Al cj 一 oo, 目 对 每 个 i, {Uc, — Uc} (j 一 oo) 一 致 
BEN N ce EFSF VT BI, AR, u = lim te, 存在 , 且 对 每 个 i, (u - uc es) 在 Qe, 


人 2e 一 2 一 | < lim tte, (Pe Pt < fe etal” 
Q 7 一 Oo JED) Q 
& c 一 oo, 则 
人 2e 一 2 一 2 < fl2e-?-lz| 
Q Q 
故 引 理 得 证 . - 


现在 证 明 Levi 猜想 . 


定理 3.14 (Levi 猜想 ) 若 QC C" 是 光滑 边界 的 有 界 拟 凸 域 , 则 0 是 全 
纯 域 
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WEAR: 只 需 证 明 , 对 9Q 中 每 个 点 a*, 存在 Q ERP OT RRA BERT Eo a* 

任意 固定 a* c OD. 选 0 中 的 点 a, 使 得 ai 一 > a*. AREER RR F, 
满足 Fla) =i (i = 1,2,…), 则 定理 得 证 . 

对 每 个 ai, 选 邻 域 0, 满足 U; 两 两 不 相交 . DEREN pi; EC™, pi >0, Supp pic 
Ui, HE a; 的 某 个 更 小 的 邻 域 上 恒 等 于 1. 

S f =A) ipi) € CB) (Q), HH Ou = f. HUTERE 6 问题 的 可 解 性 及 内 


OF = JOD ipi) — Ou = f — ðu = 
因此 FE OQ 上 全 纯 . FREIEN u(a;) = 0, 则 
F(ai) = (X ip; - u) (ai) = i. 


为 证 明 v(ai) = 0, 我 们 必须 用 到 2 方程 解 的 佑 计 . 由 引 理 3.13, € y EO 上 多 
次 调和 且 
/ Free! < +00, 
2 


则 Bw = 了 的 L? Be) u 满足 估计 


/ ul2e-P- 2? < / Fen P-l2? < 400. 
(2 (2 


可 选取 y 使 得 p 在 a; 附近 下 降 得 充分 快 , 且 yla) = -co (注意 多 次 调和 函数 
是 可 以 取 -oo 的 ), 若 其 下 降 充分 快 , 则 在 a; 附近 的 积分 / ee? = too, 车 
ua) #0 (TERE u 是 C” H), 则 与 / ul?e-?-lz? < 400 FE. 当然 , p 的 选取 
还 有 进一步 的 限制 , 即 同时 保证 

/ fee IV" < +00. 


HE f =O Sip), Dip: 在 a: 附近 恒 等 于 i 故 了 在 a: 附近 为 零 , 故 选取 这 


FEA y 是 可 能 的 . 
如 何 选 取 y? 
EF Y = X ,pm log |z — aml, WW p FE z = am (m = 1,2,…) 外 是 光滑 的 ， 


ARZT | jSupp pm. 但 通常 y 不 是 多 次 调和 的 ，. 


83.2 Levi o) wa 87° 


考虑 x = —logd+ |z|, AF O 是 光滑 边界 的 拟 凸 域 , - logd 光滑 且 多 次 调 
Al, 故 — logd + |z|? 强 多 次 调和 , 显然 , 4 z dO, x(z) — ov. 

i Se Se eA o: R—RMEO > 0, o” > 0. 我 们 将 证 明 y = 
gox+y MR FE HL SE BIB ARF 


这 里 我 们 用 到 o” > 0, A 


0;0;X = 0,0; j( 一 log d + |”) > l, 


Oi0;2 log |z — am| = za, — Zz — anl (2: — Am)(2j 一 Ta) ) 
故 
_ _ 1 , ] eat. 
> 0,02 log |z — Am\&i; 一 z _ a 2 > Eil u lz _ aq 4 She in Ei 
i,j m K 
1 2 1 2 2 
> z 加 Am? > isa u E a aml 二 Ei ) 12 E am! 
> 0 
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2. 我 们 来 说 明 
J hee < +00. 


由 于 在 每 个 ”的 充分 小 的 邻 域 上 , f = 0, 且 在 那些 邻 域 之 外 , |fl?2e-»-lzl 局 部 
Ar MER o, 使 得 当 z 一 +00 AY, a(x) — +00 增长 得 充分 快 , 则 当 z 90 
时 , x(z) 一 > 00. 于 是 (o o x)(z) — +00, ex) — 0, 则 有 


J ler . P 一 IoX — / 2er el < oo. 


具体 的 构造 过 程 是 先 选取 o', 然后 令 o = / a! 
最 后 , Hy 在 各 个 ai 点 的 log FEA, 此 时 必 有 ula) = 0, WERE. O 


83.3 Cousin 问题 与 除法 问题 


本 节 讨 论 解 9 方程 的 应 用 : 第 一 Cousin 问题 , 第 二 Cousin 问题 与 除法 问 
题 . 这 些 问题 不 仅 在 多 复 变 中 有 重要 地 位 , 在 数学 的 其 他 分 文中 也 很 重要 . 


3.3.1 第 一 Cousin fw 


第 一 Cousin 问题 是 单 复 变 中 Mittag-Lefler 定理 (AE aA HAE 
在 定理 ) 的 推广 . 多 复 变 中 的 第 一 Cousin 问题 是 指 : 给 定 OCC”, 设 {Uhe 为 
O WFP ae, 图 数 族 {fijier WME, fi 在 Ui 中 亚 纯 且 


fy — fi € OU N Uj), 


PR Afi, Vier A OQ 上 第 一 Cousin 问题 的 分 布 . 问题 是 何 时 存在 整个 Q 上 的 亚 
AR f, 使 得 f — fi FEU; EAH. 
当 O 是 Stein Kik (HER) 时 , 第 一 Cousin 问题 可 解 . 


定理 3.15 #Æ#Q Æ Stein 区 域 , #— Cousin 问题 有 解 . 


WEAR: 厂 可 在 每 个 U; EREE KA Ui, 使 得 在 U,NU; E, J; — fi = U; — Uj, 
& flu, = fi — ui, WE Ui N U; 上 有 
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为 了 寻找 前 面 提 到 的 u, KAHN U 上 的 CO AU gi, 使 得 在 UnU 上 有 
fü = g; 一 9i; 首先 选取 一 个 从 属于 {Ui hea 的 单位 分 解 {pi}, 即 C PRL pi > 
0, Supp pi C Uj, X pi =1. $ 


iel 
则 
93-9: = > prfa3 一 》 prfr 
kel kel 
= >》 pr(frj — fri) 
kel 
一 N prfig 
kel 
因此 , Œ U; n U; E 
0 = fi; = Og; — Og: 
A 


则 w 是 整个 2 上 的 5 闭 光 滑 (0,1)- 形 式 . 由 于 Q Stein 区 域 , FE u € C” (Q), 
使 得 ðu = w. Fu = gi -u HT Au = 0g, —Ou=w-—w=0, w Æ U; 上 全 
纯 , H 

uj — ui = gj — 9i = fij = fi — fi- 


3.3.2 第 二 Cousin 问题 


第 二 Cousin 问题 是 单 复 变 中 Weierstrass 定理 的 推广 . 

对 于 单个 复 变量 , 任 给 区 域 9 Cc C 中 无 聚 点 子 集 BC, 问 是 否 存在 以 B 
WE AAA aH RRB? 我 们 知道 , 这 个 问题 可 由 Weierstrass 无 穷 乘积 解决 . 

多 个 复 变 量 情形 , APF eas oe ee EAM, AFRO. 这 里 复 超 
曲面 是 指 闭 集 V co, 满足 对 任意 ce V, 存在 其 邻 域 7 RU E&A f, 使 
得 UNV = {z €U|f(z) = 0}, MV REARS AR. 是 否 存 在 整个 O 
上 的 全 纯 函 数 f, 使 得 V = {ze Ol f(z) = 0}? 这 就 是 第 二 Cousin 问题 . 

详 言 之 , 第 二 Cousin 问题 是 指 : 给 定 区 域 CC" NIE {Ui her KEI 


是 指标 集 . 假定 在 每 个 UV 上 存在 解析 函数 fi 满足 5 在 UNU 上 无 零点 , 是 
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Cousin 问题 的 分 布 . 
一 般 来 说 , 因为 第 二 Cousin 问题 的 解 依赖 于 Q 的 拓扑 , 即使 对 于 Stein 区 
域 也 不 一 定 有 解 , 但 有 下 面 的 结论 : 


若 0 是 Stein 区 域 , 且 存 在 ge C(O) (或 连续 ) 使 得 在 世上 ce (或 
连续 ) 且 没 有 零点 , 则 第 二 Cousin 问题 可 解 . 

换 句 话说, 第 二 Cousin 问题 在 连续 困 数 范畴 可 解 , MDF Fe ah R AYE n] 
解 , 称 这 种 “拓扑 可 解 必定 全 纯 可 解 的 现象 ”为 Oka 原理 . 


定理 3.16 Q 是 Stein K, HAE g E CO), 使 得 7 EU; LARS, 


WEAR: 对 Q WFP et Roa SAA, TOTER te {Ui}ier 中 的 每 个 


Jj 
oi g 
Jij f; p fi’ 
g 
注意 到 由 假定 2, 2 und, 上 无 零点 , ME UNU 上 ; 
log fij = log 23 — log Ë (mod 27rV 一 1Z)， 
于 是 在 Ui; 丫 U, E, 
0 = ð log Jij = Blog 2 一 ð log m (3.48) 


E U, LEN w = log a 由 (3.48), w 是 整个 Q 上 的 (0,1)- 形 式 . 显然 , du = 0 


类 似 Levi 问题 的 证 明 , 存在 =cox X= 一 log d+ |z/*, 0: R—R EHE 
PRINT AE 
/ wie”? < +00. 
Q 


由 于 Q Stein Kik, 9 问题 可 解 , 故 存在 ve oo): 使 得 


Ou = w, (3.49) 
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于 是 vy FEU; 上 全 纯 . 由 于 


log fi; = log Si — log Ji =vj—v; (mod 2ry-—1Z), 


g g 
改 
Fi; 一 — 4 

因此 在 U;NU; E, 

fi _ Js 

rer (3.50) 
TE, AE U; ES f = + 则 (3.50) 表明 FWEXTETN E, 且 在 每 个 U; 
E, f5 fi 相差 一 个 非 零 全 纯 因子 故 定理 得 证 . u 


3.33 除法 问题 


i=] 
由 于 f(0) = 0, 由 通常 的 Taylor 展开 定理 , 局 部 上 f 有 上 述 分 解 . 为 找到 整 
体 分 解 , 先 对 太 在 光滑 上 曙 数 范畴 进行 分 解 , 即 


通过 解 9 方程 得 到 全 纯 范 畴 的 解 . 简单 起 见 , 我 们 证 明 n = 2 的 情形 . 
AY CZ An AH (21, 22) = (0, 0) 附近 有 分 解 j= 219172292, 对 (21, 20) F (0, 0), 


例如 Z1 F 0, $ 


J 一 £292 
gi = ) 
2] 


则 也 有 分 解 f = zıgı + 2292: 
因此 可 取 MFH {Uher 使 得 在 Ce JURE, 除法 问题 在 每 个 U; 上 
可 解 : 
f = zini 十 22 人 & mi EC (Ui). 


取 TD AVANT {Ui hier 的 单位 分 解 ， EN Supp Pi C Ui, pi € C'™(Q) 日 
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= 2191 + 2292; 
于 是 除法 问题 在 C 范畴 可 解 . 由 于 /是 Q ERS Seay, 故 


Q = Of = 21091 + 2092. 


HARZIN 
gə = 21U, gı 一 — ZW (3.51) 


(我 们 将 在 后 面 证 明 (3.51)), W 


于 是 gs 一 zu, gi + INN ENLHERN. 因此 
f = 2191 + 2292 = 21 (91 + z2U) 十 22(92 一 z1u) 


就 是 除法 问题 的 解 
下 面 讨论 如 何 利用 21091 + z2092 = 0 推导 出 99 = zw, 0691 = —zow. 
为 此 , 一 般 的 途径 是 利用 光滑 函数 环 的 理想 理论 (光滑 函数 芽 环 在 全 纯 函 数 
车 环 上 是 平坦 的 )， 这 就 超过 了 本 书 讨 论 的 范畴 ,为 此 , 我 们 选取 一 种 简单 的 方 
法 一 一 Kouzul 复 形 , 当然 , 此 方法 只 适用 于 较 罕 的 一 类 也 数 . 先 回 忆 同 调 代 数 
中 的 基本 概念 , Bl Kouzul 复 形 方法 中 的 属 与 上 同调 论 . 


是 RR, SKE, (z E M 4 ©) 个 分 量 构成 的 向 量 , 这 里 KR, ke 


Zt 表示 直 和 RO---OR. 
mn, eee 


k 次 
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考虑 下 面 的 RR 模 序列 及 它们 之 间 的 算 子 dy, 


这 里 每 个 d 均 为 R 线 性 算 子 , 其 在 生成 元 dey, A- 人 dz。 上 定义 如 下 


D 
ddzu A A dzy) := > (-1)* z,dz,, Ar A dzy, N A dza, (3.54) 
i=1 
需要 注意 的 是 , (3.52) 的 右边 不 是 指 微分 形式 , dz。, A- Adz, 只 是 生成 元 的 一 
种 记号 


命题 3.18 Kouzul 复 形 (3.53) 有 是正 合 列 , BP Im dp = Ker dp-1; I<p<n. 


=) (Mrz, zudem A+ A dzo A Ada, A+++ A dzo, 
i,j=1 
j<i 
p . . FE ui Bill 
+ > (1) zy, 2v; d2v, N Ady, A Adzy, A A dza, 
i,j=l 
j>i 


( ) ft, 使 得 Ap+19 一 J- 我 们 对 n 归纳 证 明 ， n = 1 时 命题 3.18 显然 成 


立 . 假定 结论 对 n — 1 成立, 做 分 解 


f=aNdz, +), 
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a= Ñ aww idzo A A dopi, (3.55) 


由 归纳 假设 , AH d,a = 0, 所 以 存在 a e 人 R, 使 得 da = a, 因此 


0 = (-1)? zna + d,b = (-1)P""znd,a + db, 


改 
di (b+ (—1)? ~t zna) 三 0. 


再 利用 归纳 假设 ( 视 zn 为 参数 ), 存在 6, 使 得 


因此 
f=zan m +b=d,aNdm + (—1)’ zna + dp41b 
一 p+1(Q A Zn + B) 
知 命题 得 证 口 
回 到 n = 2 的 情形 , 此 时 (3.53) 形 如 
o— RS (T)R=R4+ RS aR+aR— 0 (3.56) 
这 里 


dı : (91, g2) —> 2191 + 2292. 


由 (3.56) IEG, Æ zıgı + z292 = 0, 必 存 在 g, 使 得 gi = -229, 9 = 219, 这 恰 是 
我 们 需要 的 结果 . 这 就 解决 了 际 法 问题 . 


现在 我 们 开始 讨论 层 与 上 同调 理论 , NTERZRIH, 如 何 将 局 部 的 量 拼 
接 成 整体 的 这 一 问题 , 它们 是 强 有 力 的 工具 


{Uihier Æ Q WF im, 如 果 UNU; #2, 我 们 构造 了 全 纯 函 数 fij, 满足 


fij = — fji, 4 U;NU; #2; 
fij + fik + fki =0, = Uin Uj NAUk # Ø. 


将 上 述 方法 推广 , 我 们 就 有 了 层 与 上 同调 群 的 概念 . 令 WU = {Uhr EO 的 
FAM, (Ui,,--- Uin) JUN (p+1) 有 序 开 集 , 当 o| = = Up NN Ui, 4 Ø 时 , 
fioi FE lol 上 的 全 纯 函 数 有 时 我 们 用 /DZ ,U0i,) 表示 fioi, TER, 
均 要 求 其 对 下 指标 io,… ,ip 反对 称 . PR f := {fio… io, ATM FH Be U 
的 p 维 上 链 , id cpl O) 为 所 有 p 维 上 链 形成 的 集合 . C’U,O) 上 有 目 然 的 加 
法 运算 , 对 f = (Fio--ip io ip, I = (Gig---tp )iois E CPU, O), 


f +9 := (fio-ig + Fo--ig)io-- ir. 


C?(U,O) 关于 上 述 加 法 运算 形成 交换 群 , PAA FA U 的 p 维 上 链 群 
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定义 4.1 FF 
5p : CP(U,O) — CPT (U, 0), 
{fioip} > {OS io ipt} 
定义 为 , 当 lol =Ui,N---NU,,, Z A, 


Nie ip = DOU) Te 有 人 (4.1) 
ix 里 in 表明 从 10, ces ) 2D 十 1 中 删除 ly, rolio- Giny 一 Top lol; 也 就 定 说 ， 
Tol 是 限制 映射 , 于 是 (4.1) 石 边 每 一 项 lo|fi .iz 均 为 |o| EISEN. 


下 文中 , 在 不 会 引起 混 消 的 情况 下 , 我 们 将 略 去 记号 rjo 
现在 ， 对 任意 的 J» 9 = CPU, O), o| — Uio NNA Up+1 ØD, 


p+1 
Mai = LOD F Meng 
pt 
=) (-1)" FREE + pn) 
a pH 
= , N Fig fips + LW Gier: 
= (iin + Ni (4.2) 


事实 上 ， 

((dp41 9 Op) f); Lp 二 2 
p+2 

一 (—1) (or ) es 
v=0 
p+2 p+2 

— + +v+1 人 人 人 

E > (—1)" Signe ftp ys + > (-1)" " fio Keii 
u,v =0 u,v=0 
U<U VKU 
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E, 6h = h; — hi = fi; 换 句 话说 ， Du, O) = B!(U, 0), 从 而 mu O) =0, 于 
是 第 一 Cousin 问题 对 Stein KALKI A Bim U 可 解 等 价 于 五 (U,O) = 0. 
现在 我 们 给 出 层 的 精确 定义 . 


定义 4.3 拓扑 空间 X 上 的 交换 群 层 是 拓扑 空间 F, 及 映射 T+: 三 一 >， XX 
满足 : 

(1) m RAMPE, 

(2) 任意 z E X, Ken) C 大 有 交换 群 结构 ; 

(3) 群 上 的 加 法 运算 关于 F 的 拓扑 连续 


类 似 可 定义 环 层 和 其 他 代数 结构 , 简单 起 见 , 我 们 先 探讨 交换 群 层 , 而 后 引 
入 其 他 代数 结构 . 

对 上 述 定义 进一步 解释 将 有 助 于 我 们 确立 一 些 记 号 和 概念 . 条 件 (1) 表明 
对 任意 s c F, MAHAR B 满足 t 在 B 上 的 限制 是 同 胚 (x|B) : B — 
7(B) = U, 这 里 VU c X BFR. 每 个 z e U 有 唯一 的 原 像 sy € B; 且 逆 映射 
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(a|B)>!T:U—BKzeU c X AMEA sE BCF. ARR a WN F BER, 
PR z E X 在 投影 下 的 逆 为 层 在 z ANS, WN Fe =r (z). 前 面 定义 中 的 条 件 
(2) 表明 , 对 任意 ze X, BF, 有 交换 群 结构 . 对 于 条 件 (3), 我 们 需要 进一步 解 
FE. 对 于 Cartesian $ F x F, > Fx.FNFXxFNTEH, 定义 如 下 : 


F Xr F := { (s1, S2) EF X Fir(sı) 一 n(s2)}. (4.5) 


HF 葵 上 的 群 运算 (s1, s2) — sı 一 sz PERS m: F xr F— F; 由 
于 si 和 ss A-R: 上述 定 义 合 理 . 现在 , 层 的 定义 中 最 后 一 个 条 件 即 为 
这 个 映射 是 连续 的 . 

事实 上 , 某 类 函数 的 芽 层 就 满足 刚刚 给 出 的 层 的 一 般 定 义 . 例如 , 全 纯 函 数 
F JE. 

对 z e C”, U, U, 是 其 两 个 邻 域 , f 和 所 分 别 是 U 及 Ui EWERAN 
果 存 在 z 的 更 小 邻 域 U WE UCUNU, E flv = flv, 我 们 就 称 f 5 f Æ 
XLT r 点 相同 的 芽 . 因此 r 点 全 纯 函 数 芽 可 和 定义 为 


这 里 fng < 全 fg 均 为 r 点 全 纯 图 数 , 也 驶 是 说 , 是 z 点 的 某 开 邻 域 上 的 全 
HR, HFE z RBR U, 满足 flu = glu. PERIE, ~ 是 等 价 关 系 . 通常 我 
们 用 O, 表示 r 点 全 纯 困 数 芽 全 体形 成 的 集合 . 

HIN. 点 全 纯 图 数 , 记 其 在 z 点 的 芽 为 fr 现在 我 们 赋予 Or 交换 群 结 
构 , S 到 ，gze Or, fe, Ge 分 别 为 f 与 g 在 z RH, 设 f FS 9 分别 是 z 的 邻 
域 U U: EWEA, 于 是 flunv: 十 glvunv, 是 z 的 开 邻 域 Ui NU。 上 的 全 
Zt PRIA, 我 们 将 fj 十 gz 定义 为 flunv + gluınv» Æ 2 AWF, 不 难 验证 , 这 个 定 
义 是 合理 的 , 也 就 是 说 , fr + gz 只 依赖 f 和 gr, 而 独立 于 代表 元 f 与 9 的 选取 . 
O, 在 上 述 运 算 下 为 交换 群 . 

O:= |] O: 是 C" ENA RRR, 投影 映射 为 r: O 一 > C"; r(Oz) 


crECn 


现在 我 们 赋 子 O 以 拓扑 对 任意 fe € Or, fj Æ r WAMU EN LER 
数 f 的 芽 . 对 任意 y c U, U BRE y 的 开 邻 域 , 于 是 f 是 y Rea, f 
在 y 点 芽 记 作 fy, 定义 


D; := {fyly E U, f Æ U EWER) (4.6) 


为 f 的 开 邻 域 , 所 有 上 述 Dy 组 成 O 上 的 拓扑 基 , 使 得 O 成 为 拓扑 空间 , 显然 ， 
T: D= {fly E U, j/ 是 5 上 的 全 纯 函 数 } — TERM. 由 于 我 们 已 说 明 , 对 任 
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意 ze C”, x 1(7z) =O, 有 交换 群 结构 , 为 验证 r:O — C EC ERE, 只 
需 验证 定义 4.3 中 的 条 件 (3), 即 群 运算 m: O x, 0 一 > O 在 O 的 拓扑 下 连续 . 
只 需 说 明 对 任意 fr, gj € Oz, fj 一 gj € Or, BE Ni 是 fj 一 gz 的 开 邻 域 , TA f 
与 gj 的 开 邻 域 No 和 N3, 满足 m(N2 Xr N3) C Ny. 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 fr 与 
gz 的 表示 函数 f Mg BA EFT U EN SHARE TÆ fr- g: N r APEH 
函数 f 一 g 的 等 价 类 , 即 全 纯 图 数 f -g 在 z RAS, TÆ B := {(f 一 g) y EU} 
是 fs 一 gj 的 开 邻 域 , 由 于 fj 一 gz € B, 从 而 BON, #2, 仍然 是 fr 一 gz 的 开 
邻 域 . HF mr: B — r(B ) Æ jA, Ma: BON, — 7(BN Nj) th Fe [al AG, 于 是 
m(BON,) Æ r 点 的 开 令 域 , E f, 9g 为 x(BN 和 VN) 上 的 全 纯 银 数 . 令 


的 拓扑 下 连续 
注意 到 在 O, 上 除了 加 法 外 , 还 可 定义 


cf=cf, VcEC 


(3) 环 运算 在 F 的 拓扑 下 连续 


我 们 将 对 定义 中 的 条 件 (3) 做 进一步 解释 . 现在 F, EM, 从 而 F, 上 有 两 
种 运算 : 加 法 和 乘法 . 条 件 (3) 就 是 说 
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均 为 连续 映射 . 

不 难 验证 O 是 C 上 的 环 层 , 由 于 对 m* : F xr F — F ERRER 
m: F xr F — F ERRE, 我 们 把 证 明 留 给 读者 . 

现在 我 们 考察 另 一 个 层 的 例子 , D 上 的 Ce RAF, 这 里 D 是 C" 中 的 
区 域 . 对 任意 TED f 是 r 的 某 个 开 邻 域 上 的 CO AM, fe Ef Er 点 的 
F, Es 是 所 有 在 z 点 Cee 的 图 数 的 芽 的 集合 . BW Or, Er 有 目 然 的 环 结构 . 令 
E= |) Ex, 则 所 有 形 如 


TED 


{fly € U, f Æ U EN C” RU (4.9) 


的 集合 作为 基 生 成 5 上 拓扑 , 于 是 在 映射 r :2 — D; t(E) =r F, E MA D 
上 Ce ARIF WI. 

BESO 有 本 质 的 区 别 , 由 全 纯 男 数 唯 一 性 定理 , 层 O # Hausdorff 空间 
mE 不 是 Hausdorff ZA. 我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 事实 . 考虑 及 上 
C 上 恩 数 车 层 5, 令 9 为 及 r ENTER PAL, VE zo 开 邻 域 上 C” 图 数 f, 满足 


定义 4.5 令 太 为 拓扑 空间 X 上 的 层 ,U AK PHAR s:U OF KE 
续 映 射 , 如 果 ros: U — U 是 恒 等 映射 , 称 连 续 映 射 s A FEU ER. 


记 T(U, F) 为 层 王 在 U 上 所 有 和 截 影 形成 的 集合 . 
WA U1,U2 € Uz, sı € r (U1, F) “J s2 € 1 (U2, F). IN sı(2) = s2(7), 则 
存在 T 的 某 个 邻 域 U C U} ( ) Us, S1 = 59 在 U 上 成 立 . 因为 在 sı(z) 一 S2(1) 
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Ins={sy)EeR,yeV}EFWÄR. 


证 明 : 对 任意 ye s(y) € Im s, FER sly) 的 开 集 AWE, 7: A— r(A) 
ERM. 不 失 一 般 性 , 假定 r(4) CU. 由 s 的 连续 性 , 存在 y 的 开 邻 域 W 满足 ， 
W, CU H s(W,) CA. BF rla: A— r(A) ER, s(W,) = 271 (W,) NA È 
F MATE, 于 是 对 任意 y c U, 存在 其 开 邻 域 s(W,) 为 Im s 的 子 集 , 从 而 Im s 
为 F 的 开 集 . 口 

S U H cn 的 开 集 , 则 TT(U,O) EU 上 全 纯 函 数 集合 . 对 任意 s ET(D, O0), 
任意 x eU, s(x) € Or, 不 失 一 般 性 , 取 Dy 是 s(z) 的 开 邻 域 , WARE r: Dy = 
(fly c V} 一 TV, 这 里 了 在 V 上 全 纯 , V 是 r 的 开 邻 域 . 由 s 的 连续 性 , 存在 
r 的 开 邻 域 W, 满足 s(W) C Dy, 从 而 sly) = fy, 对 任意 y Ee W, 于 是 s(y) = fy, 
从 而 s 可 视 为 U Eater ee. AU, 如 果 E 是 C"” EC RAE, 这 里 U 是 
cn 中 开 集 , 则 对 任意 seT(D, E£), s MR U EC? 函数 

在 前 一 章 开始 时 , 我 们 证 明了 A1(U,O) = 0, 这 里 U = {Uhr ER WF 
覆盖 , O Cr 的 Stein FÆ. 现在 , RITH 2A ABE AE ERY E aay 


由 于 群 运算 在 F 的 拓扑 下 连续 , 有 sits: 连续 ， 日 显然 n(sı + s2) = idy, 
从 而 sı + so 是 U ERS. ERTMZERT,T(U,F) 是 交换 和 群 
AU = {Ui her 是 拓扑 空间 X MIB ae, 对 任意 非 负 整数 p 


这 里 fioi 对 下 指标 io,… , ip 反对 称 , PR f = {fioi} I (U, F) 中 的 p ETE. 
FAC? (U, F) 表示 U 的 系数 在 层 下 中 的 pE EERE. 对 任意 {fioi} {gioi} € 
CP(U, F), 定义 加 法 运算 

{ fig:--tp 十 {Jio ip} = {Jio ip + Jig--ip f, 


TE PU, F) 成 为 交换 群 , 称 为 U WRB F 中 的 p 维 上 链 群 . 
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(5pfYiowines = ln an) 


| | 表示 先 在 Ur nn … N Ura EKRE, 而 后 在 
u NN UF) Pree’ 不 难 验证 ， 6p Per , H bp41 © bp 

> 1, al 4.2 的 证 明 对 交换 群 层 依旧 成 立 . BK ZP(U,F) = Ker 6, C 
PUF) p > 0 X U 的 系数 在 层 丰 中 的 p 维 上 闭 链 群 , BP(U,F) = Im ôp-1; p> 
LAU 的 系数 在 层 FP p 维 上 边缘 群 , 定义 BUU,F)=0. 由 于 654106, = 
0, BPU,F)CZPU,F). 


HUF) A U 的 系数 在 层 F 中 的 p 维 上 同调 群 


对 全 纯 函 数 芽 层 O, CP(U,O), ZP(U,O), BP(U,O) 以 及 H?(U,O) 分 别 为 U 
的 系数 在 层 O 中 的 p ELLE, LIEF, ELDAR Ela ARE. 

上 面 定 义 的 H?(U,O) 依赖 于 X WA U 的 选取 . 我 们 想 要 定义 只 依赖 
于 X 而 不 依赖 其 开 履 盖 的 上 同调 群 . 一 般 来 说 , 有 两 种 方法 来 解决 上 述 问题 , 一 
种 是 Cech 的 方法 , 另 一 种 是 Grothendieck 的 方法 . 

Cech 的 方法 是 在 所 有 开 有 覆盖 中 引入 一 种 偏 序 . 令 W 和 AX 的 两 个 开 禾 
mm, 称 WwW 为 BEE, 大 存在 映射 


p:W —U, 
W — p(W) 


满足 p(W) 2 W, 我 们 用 W <U 表示 W EU HR, MP Aw 到 的 
加 细 映 射 . p 诱导 了 一 个 映射 ( 仍 记 为 p): 


0:CP(U,F) — CP?(W,F), p=0,1,2,..., (4.13) 


对 任意 f € C?(U,F), |o| = Wia N NAW, #2, 


(pf )io- ‘tp 一 = pf (W. 103 R ‚W;,) 一 Nott (p(Wi,), °°: ‚p(W,;,)) 


84.1 E . 73. 


不 难 验证 (4.13) 是 群 同 态 , 且 p 与 所 有 的 {8p} 交换 , BI pd, = ipp; p = 
0,1,2,.…, 从 而 p 限制 在 ZPU,F), BPU, F) 上 ,分别 为 ZPU, F), BP, F) 到 
Z?(W,F), BP(w,F) 的 群 同 态 , 更 进一步 p 诱导 了 群 同 态 


px: HFU,F) — HI(W,F). (4.14) 


我 们 必须 说 明 , 如 果 W U, 即 存 在 加 细 上 映射 p: W — U, RM W 到 
的 加 细 映 射 不 唯一 , 于 是 它 诱导 的 从 CU, F) 到 CW, F) 的 映射 也 不 同 , 但 我 
们 可 以 证 明 (4.14) 中 的 同 态 px : HP(U,F) — H?(W,F) 对 从 w 到 的 不 同 
加 细 是 相同 的 , 即 o, 仅 依赖 于 W 和 U, 独立 于 加 细 映 射 p. 现在 X 的 所 有 开 
履 盖 关于 加 细 关 系 < 成 为 有 问 集 , 4X 为 Hausdorf SHAAN, 直接 极限 
H?(U, F) 


HP(X,F) = limH?(U, F) (4.15) 
U 


KET RI X 的 上 同调 群 , BK H?(X,F) 为 系数 在 层 F 中 的 p 维 Cech 上 
fa) yal 
本 书 中 ， 我 们 不 给 出 Cech 上 同调 方法 的 细 广 , 而 将 注意 力 集中 到 Grodendick 


I(X.F) — T(G,F) — 0 (4.16) 


(4.16) 正 合 的 意思 是 G 上 的 每 个 截 影 均 为 X 上 截 影 的 限制 , 即 G ERE 
影 均 可 以 延 拓 到 全 空间 X 上 . 

最 简单 的 松弛 层 的 例子 是 C 上 所 有 因数 芽 层 , 男 一 个 例子 是 Sato 定义 的 
EE BRIAN OF Je. 
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由 层 同 态 的 定义 , WR F, G, H 为 拓扑 空间 X EWB, o: F —GR 
Y: G — H HABEAS, M wow :下 一 > XH 也 是 层 同 态 . WRo:F—G, 
WV :9 — F 均 为 层 同 态 , yoy = ido H doy = idr, WK wp,w 为 层 同 构 , 即 层 
F 同 构 于 层 9. RIA FSG 表示 F ARF G. 


定义 4.10 如果 三 是 X 上 的 交换 群 层 ,T: 太 -一 和 为 投影 映射 ， 若 : 


NERF CK HF OER. 


(类 似 , 可 定义 环 层 F 的 子 层 的 概念 ; 如 果 每 个 子 环 FL OC F, 是 理想 , 称 这 样 
的 子 层 为 理想 子 层 .) 如 果 p :9 — F Æ X 上 两 个 交换 群 层 的 层 同 态 , 则 不 难 
验证 映射 gp 是 开 映射 . 因此 像 pg(9) Cc 三 是 三 的 交换 群 子 层 . 同 态 的 核 HCG 
由 所 有 被 MA FFRENASAR. 由 命题 4.6, 有 所 有 截 影 的 像 是 开 的 , 故 核 H 
也 为 9 的 交换 群 子 层 (在 环 层 的 情形 , 核 H E F WERTZ). WR FCF 
TE, 包含 映射 i: F 一 三 显然 是 层 同 态 . 


定义 4.11 令 丰 是 拓扑 空间 X 上 的 交换 群 ( 环 ) 层 , S 是 其 子 层 (理想 子 
层 ), 满足 LEX, 万 nS=S 是 Fr OTH (理想 子 群 )， 


p:F— |) Fe/Sz (4.17) 


re‘ 


是 投影 映射 , PP ple : Fp — 三 /Sz; VT EX AMMA. 我 们 通过 KT 
U F2/S 商 拓扑 , 则 F/S = |) 五/Sz 成 为 拓扑 空间 . (F/S,7,X) RA X 上 


cE xX ze 
的 交换 群 ( 环 ) 层 , 这 里 元 : FIS — X BLA F(Fy/S,) =x. WE FIS AF 
相对 于 子 层 S 的 商 层 . 


定义 4.12 令 万 (EN) 为 拓扑 空间 X EW RRB, di: Fy — Fiy Æ 


这 里 Ker di+1 = di, (0) 是 零 截 影 在 dr 下 的 逆 像 , ZN Im di 及 Ker di4: 
均 为 Fi+1 HJT JE. 
我 们 有 以 下 最 简单 又 最 重要 的 正 合 列 . 


A 三 是 拓扑 空间 X EWE, SEF 的 子 层 , 则 
0 — S 5> F 5 F/S —0 (4.19) 


是 层 正 合 列 , 这 里 i 是 包含 映射 , p 是 由 (4.17) 定义 的 投射 , 0 EFE, 即 对 任意 


i, p REO, B ils pir, 是 群 同 态 ， 由 于 i 是 单 射 , 知 i-1(0) = 0, 
WE S IEG. 由 于 p 是 投射 ， Al I Im p = = F/S, H (4.19) 最 后 一 个 箭头 将 FJS 


在 本 章 开始 时 我 们 构造 了 C 上 的 层 O, E€, PXE, 我 们 采用 了 从 预 层 构 
造 层 的 方法 . 现在 我 们 讨论 Grothendieck 从 预 层 构造 层 的 方法 , 故 先 给 出 预 层 的 


精确 定义 . 


定义 4.13 令 1 = {a,b,c} KAM, 即 有 偏 序 <, 满足 传递 性 : a < 
b, b <x c = a xc, 且 对 任意 b,c ET ARkacel,a<ba<ce 若 对 任意 


AK { Sa, pba faci 为 有 回 集 I 上 的 群 系统 . 


4 {Sa, ppajaer 是 有 回 集 工 上 的 和 群 系统 , 则 可 构造 以 下 等 价 关 系 : fe Sy, ge 
Se; Í “IJ < IFTE ae L, axc,c~x b, H Pba(f) 一 pca(9)， (4.20) 可 保证 这 
是 一 个 等 价 关系 . 令 S= |] Sa/ ~, 则 在 S 上 有 自然 的 群 结构 , 令 [月 及 [g] 分 


acl 


AIA f Ew% Rg ES. 的 等 价 类 , 定义 


f] 十 [g] = Peal Sf) + Pca(9)|; (4.21) 
这 里 a <b, a <c. 由 (4.20) Al (4.21) EX FH. MS 为 Sa 的 直接 极限 , 记 为 


S = limsa. (4.22) 
acl 


显然 , 有 群 同 态 


Pa: Sa — S; Vacel, 


f — [f]; Vf E So. 428) 
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定义 4.14 A X RAS, Ux 是 其 拓扑 , 对 任意 U cU, RPE S(U). 
进一步 假定 对 任意 开 集 UVCX 满 足 @VCU, 当 WcCcVcU, 有 群 同 态 


9 := {S(U), puv} (4.24) 


X 上 的 每 个 预 层 S = {S(U),puv} 虱 可 目 然 地 决定 一 个 层 F, 定义 如 下 : 对 
任意 ze X, 子 系统 {S(U),puv,U € Ux} 关于 z 的 开 邻 域 系 U 及 其 包含 关系 
成 为 一 个 有 向 集 . 于 是 有 直接 极限 Fr := lim S(U) 及 映射 pur: S(U) — Fr. 


-一 全 


rEU 
S F := U Fr, ÆN T: F — X WAE rf) = zx, 4 f Ee Fr. 任意 f ESU) H 
TEX 
定 了 集合 Dj = |] pus(f) c F. 所 有 集合 {DU e Ux, fe S(U)}, 作为 拓扑 


TEU 


的 基 赋 予 F 以 拓扑 . 则 不 难 验 证 (F,r, X) FE X EWE. 


pv © Puy = PUV ° PU, (4.25) 


AR p= {yu }Ucux : D1 — 8 为 预 层 同 态 . 
更 进一步 , 若 还 有 另 一 个 预 层 同 态 yp = {bu }ucux : S2 — S1, 满足 对 任意 
U € Ux, 


wu o pu = ids, (U) 


pu © WU = ids,(U), 


MAK p = {pu}veux (V = {Yu }ucux) 是 预 层 同 构 . 
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& 6:5, — So 是 预 层 同 态 , 这 里 S; = {5,(U), pt} (i = 1,2) 是 拓扑 空 
间 X 上 的 两 个 预 层 , 6 = {du}, W o 按 以 下 方式 诱导 了 从 对 应 Si 的 层 F, 到 
对 应 So 的 层 Fo 的 同 态 o. Xt f E Fiz, HE f E SU) 满足 plf) =f, + 
bf) := pz pu (f). 不 难 验证 上 述 定义 不 依赖 f 的 选取 , B o 事实 上 是 层 同 态 . 

现在 假定 S = (S(U), puv) 是 拓扑 空间 X 上 的 预 层 , > F hM (SU), 
ouv) 诱导 的 层 , 显然 Fr := (T(U, F), ruv) 是 预 层 , 这 里 T(U,F) 2 F EU 
ERZEKE, HE V CU, ruv BJA T(U,F) BUT(V,F) 的 限制 同 态 . 一 个 
自然 的 问题 是 , 什么 时 候 5 预 层 同 构 于 截 影 预 层 Tr. 

下 面 两 个 条 件 保证 5S 预 层 同 构 于 TE: 


不 难 验 证 , 如 果 (1) 和 (2) 在 任意 Ue Ux ERZ, NS 预 层 同 构 于 Fr. 

事实 上 , 条 件 (1) 和 (2) 在 本 书 以 后 讨论 的 对 和 象 中 均 成 立 . 

在 本 章 开始 时 , C 上 的 层 O RE 显然 分 别 是 由 预 层 (O(U),rvv) 及 (EU), 
ruv) 诱导 的 层 , IE OU) 及 E(U) 分 别 是 Cn WHE U ENA AAI 
RE, ruv 是 限制 映射 . 


§4.2 Em LEN 


我 们 在 前 面 已 经 给 出 了 和 截 影 se T(U,F) 的 概念 , 即 s: U— F 是 连续 映 
SH mos=idv. 如 果 我 们 不 假定 映射 s: U — FE, 只 要 求 res = idy, Ml 
称 s 为 下 在 UU 上 的 非 连 续 截 影 . wU 上 的 非 连续 截 影 全 体 为 下 (U, F), 显然 , 可 
在 这 类 截 影 上 引入 加 法 运算 , 如 果 f, geru, 万 , 则 


(f + 9)(x) = f(x) + G(2). 


在 这 个 加 法 运算 下 , T(U, F) 是 交换 群 . F(U, F) Æ T(U, F) 的 子 群 , H {T(U,F), 
ruv} 是 预 层 , 这 里 roy 是 限制 映射 . 记 Fo 为 由 预 层 {TT(D, F), ruv} 诱导 的 层 ， 
显然 , F EP 的 子 层 . 


定义 4.16 A F AWITA X EWA, 称 由 预 层 


{T(U, F),ruv} (4.26) 
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BPH Fo 为 相对 于 F 的 典 则 松弛 层 . 
由 于 大 是 P BTE, 我 们 有 下 面 层 正 合 列 


0 — F — F — k' = F/F — 0. (4.27) 


0 — k —5 F ++ kt! —0 (4.29) 
均 为 正 合 列 , 且 有 下 面 的 层 同 态 序 列 ， 
0 — F121, PERF a... Fk ?2P FE+1 MP, pkt __,..., (4.30) 


EN 417 $ Fi, ic Zt 均 为 拓扑 空间 上 的 层 , 如 果 存 在 层 同 态 万 2 
Fir; 满足 Aj+1 0 Ay = 0; vie Zr, 


Fi — Fa — F3 — +--+ — Fk — Fr 一人》 (4.31) 


0 — F — (F). (4.33) 
下 面 , 我 们 将 验证 (4.30) 是 层 正 合 列 , TE (4.30) 是 F 的 解 , 称 (4.30) 为 F 
的 典 则 解 . 
由 于 第 一 个 层 同 态 i 是 单 射 , (4.30) 在 F 处 正 合 , 对 
0 一 一 F $, OP, Fl 一 一 一 
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BETA SR ERS Ay : rw, F) — ru, o), a Vf €TU,F), 
(Au f)(z) := A(f (z)); Va EU. 


由 于 入 RZE, Al Ay (f) EZH re (Au (f)) = idly, BY Au(f) € T(U,G). 
为 避免 记号 过 于 复杂 , 我 们 在 不 引起 混 消 的 情况 下 , A ARE OA, X Vf, fe € 
IV, F), Afi + f2)(7) = Ai + f2)(7)) = A ilz) + f2(7)) = Afi (x) + Aal) = 
(A( fi) (x) + (ACfe)) (x), Va € U, BRACS + fo) = Alfı) + Alfa). 


命题 4.19 4+ 
0— F +gG+H—0 (4.34) 


是 层 的 正 合 列 , 则 对 YU E Ux, 


WEAR: Ker Au = 0, 这 是 因为 vf eT(U， A Au(f)=0, BIXI Wa € U, A(f (x D, = 


HF uo à = OQ, h uy 和 Ay 的 定义 知 jy oA = Q, 因此 Im v C Ker uy. 
对 Vg € T(U,G), WR uu(g) = 0, Bl u(g(z)) = 0, Yz € U. HT (4.34) EÊ, 
g(x) € Im X, Vz € U, El Im g C Im), 因此 存在 f ETW, F) 满足 Av(f) = 9. O 
一 般 , (4.35) 中 的 pr 不 是 满 射 . 我 们 有 以 下 反例 . 
例 :X=A*={zeCl0<lIz< 寺 是 CC 中 的 去 心 单 位 圆 盘 , 0 Beatie 
数 芽 层 , O ATES SAMAR, 2 是 整数 芽 层 , 则 我 们 有 下 列 层 正 合 列 


0— Z 5 0 5 O —0. (4.36) 


这 里 i 是 包含 同 态 , elf) = (exp (2rif)),, KE fe © f E x AFH fE rh 
邻 域 全 纯 ,， (exp rif), 是 exp (2rif) Œ x 处 的 芽 . 不 难 验证 (4.36) 是 层 正 合 
列 . 现在 我 们 考虑 下 面 的 群 同 态 


EHARA ze T(A*, O*), 没有 9 c T(A*,O) 满足 exp(27ig) = z. BALE, 


仅 有 的 可 能 的 解 是 g= ——log z, 但 log 不 是 A* 上 的 单 值 全 纯 函 数 


2TT? 


. 80 - 第 四 章 层 与 上 同调 


现在 假定 so 是 9 在 满足 uv(so) = hlv 的 最 大 开 集 V EWR, 前 面 的 讨 
论 保 证 so 的 存在 , WR V = U, 则 引 理 成 立 ; WR V AU, S zi e OV. 有 前 面 
的 讨论 , 存在 zi FFB Vi 及 sı eT(Vi,9) 满足 


Lv av (solvav — silav) = hlyav — hlvnv = 0. 


由 命题 4.19, FERNE f ET(ViNV,F) WE Aviav(f) = solnnv - silvinv. 由 
于 下 松弛 , f 可 延 拓 为 U 上 的 截 影 . 仍然 用 f Rah, MAIE so € 
[(V, UV, F), 


50; V, 
52 = 
Sı 十 Aflv); Vi 


H pwmnv(sz) = hlvunv, 3 so 满足 uv(so) = hlv ARAFTRTLENRETE, 由 
此 存在 U EWR sa, 满足 uu(ss) = hlu. [L 


推论 4.21 4 


0 — F % F F" 0 
是 拓扑 空间 X 上 的 层 正 合 列 , LF, F AARE, 则 了 ”也 是 松弛 层 . 
WEAR: 由 定义 , 只 需 证 明 对 X 的 每 个 开 集 U, 


T(X,F) > T(U,F) — 0 


是 正 合 列 , 也 就 是 , 限制 同 态 rw 是 满 射 . 由 引 理 4.20, 由 于 OF’ 松弛 , (4.39) 的 第 
一 、 二 行为 正 合 列 ， 
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0 —> P(X, F) 2 TOX F) ÊS T(x, F") — 0 
{ru Ļ ru 
0 — T(U,F) 2% T(U, F) = rU, F") — 0 (4.39) 
{ | 
0 0 
由 于 下 松弛 , (4.39) 中 间 一 列 正 合 , 由 于 rv o Bx = ry obu, H Bx 是 满 射 , (4.39) 
右边 一 列 也 正 合 . a 


定义 4.22 令 丰 是 拓扑 空间 X LWA, E 
0 — Fs Fo A Fl A... o Fk Ae, FH... 


是 由 (4.30) 给 出 的 典 则 解 , WU) OG AE) SF] 


Ker A kx 
H"(X.F) = ke Zt 
及 
H°(X,F) = Ker oz, (4.42) 


称 (4.41) AAEE F bk 维 上 同调 群 
由 命题 4.19, 有 下 列 规 影 群 序列 


TE T(X,F°) 处 正 合 , 因此 Ker Xo. = Im ix, BP, HO(X, F) =T(X, F). 
由 于 F 的 典 则 解 仅 依赖 F, (4.41) 及 (4.42) 定义 的 系数 在 F 上 的 上 同调 群 
DH F. 由 Cech 方法 定义 的 上 同调 群 在 仿 崇 拓扑 空间 情形 同 构 于 前 面 定 义 的 
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(4.44) 


由 于 Ker dx = Im dx_1, 从 而 dod iv = 0, 因此 (4.44) 是 群 复 形 , 于 是 我 
们 定义 下 列 上 同调 群 


H"(X,F)=0; neZ* 
证 明 : & 
0 — F L P 2%, fl AL, FP 22,1. _, ph Me pet Te} 
是 典 则 解 . 显然 , FI, Fi. Fr. 均 为 松弛 层 
0 0 0 Ü 
N / N / 
k! k3 
dZ N / N 
N / N 
k? 74 
N N 
0 0 0 


回忆 (4.30) 中 如 何 构造 层 入 的 正 合 列 的 , 现在 (4.45) 中 每 个 斜 线 均 为 层 正 
合 列 . 由 引 理 4.20, 由 于 F, Fo 是 松弛 层 , M kt 也 是 松弛 层 , 而 从 kt, FI 是 松 
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弛 层 , Al k? 也 是 松弛 层 , TIARA ARS ARIES, 可 知 kt, k?, k’, 均 为 
松弛 层 , 于 是 (4.45) BST X 上 的 截 影 群 的 正 合 序列 , 由 推论 4.21, 此 正 合 列 各 
行 均 为 层 正 合 列 ， 


交换 . 我 们 先 分 析 以 下 情形 


0 0 
| | 
FG 
i | li (4.48) 
F? 一 9G0 
p\ | p 


i | li (4.49) 


84: 第 四 章 层 与 上 同调 


由 于 f € Fe, 假定 f 是 截 影 fe T(U, F) WE, HFT(U,F) Æ (U, F) 的 
THF, 事实 上 人 (人 ) 一 (uu f)z, 于 是 显然 (4.48) 交换 . 更 进一步 


由 商 层 的 定义 ， 
rg 
p\ | p 
kUF) > k! (G) 
交换 , 从 而 
FG 
poil {pot 


pi | p 
F & gl (4.51) 
i | li 
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重复 前 面 的 过 程 , 我 们 可 分 别 得 到 F 及 G 的 典 则 解 之 间 的 层 同 态 , H (4.47) 
ACHR. 


0— F 5g —H— 0 (4.52) 


这 里 Qa,，B 是 分 别 由 层 同 态 a, 8 AFKLARE RS, 连接 同 态 6, 的 定义 将 
在 证 明 中 给 出 . 


证 明 : 首先 我 们 有 以 下 交换 图 


0 0 0 

| | | 
0—F = gG Ê, H—0 

| 1? |? | 1? 
0 一 Fo S gpg L 0 

| Ao | Ao | Ao 
0—r S G! Ê, H! — 0 

| | | 

| (4.54) 

0 —»Fk-1 2, gk-! pP, Hk-1 __, 0 
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在 上 面 的 层 同 态 图 表 中 , 所 有 正方 形 交 换 , thie, 


首先 我 们 证 明 k=0 0 的 情形 RJJ 


V, B(g(y)) = 9, 从 而 存在 f, € Fy, alfy) = gly). 现在 选取 f e T(V,F) 满足 
i) = fy; y E€ V, WW av(f) = ĝlv, 因此 a(f)s = (9)z = Bz, M (4.55) EF. 更 进 


0 — hi(F) -> hi(9) 2 ki(H) — 0, (4.56) 


这 里 w，6 分 别 表示 商 同 态 a: Fo/F — G°/G, B: G°/G — H/H. 由 定义 

知 a 是 单 射 , A 6 是 满 射 . 由 于 (455) ES, Al (4.56) 中 Boa = 0, 只 需 证 明 

Ker BC Ima 在 (4.56) 中 成 立 . 假定 [al € (kı(G))z = (G°)2/Ge H Plläl) = 0, 

也 就 是 , 其 代表 元 A c (G°) 满足 pâ) E€ KHz, 由 6 :9 — H EMMEN, FIR 

存在 a, € Ga, Plaı) = B(a) 满足 Plä-aı) = 0, 由 (455) 的 正 合 性 知 , 存在 

ce 万 满足, 在 (4. 55) 中 有 a(é) = â- an, HÆ (4.56) PA alle]) = â, 故 
\ y H 
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现在 我 们 考虑 由 (4.54) 诱导 的 截 影 群 图 表 


0 0 0 

l | | 
0—T(X,F) > T(X,9) & T(X,N) 

{2 {2 {2 


简单 起 见 , 我 们 仍然 用 a. 3. Ap: k=0,1,2, 表示 (4.57) PRR 

由 于 F, Fl, FE, 均 为 松弛 层 , Al (4.57) 各 行 正 合 , H (4.57) FAE 
NIE, BI Bod, =AroBH aok = Akoa, k=0,1,2,.…. 

现在 给 出 6, : H*(X,H) — HHX, F) 的 定义 . 假定 h € T(X,H*) A 
Ker Ar, 用 [h] 表示 h 在 H*(X,H) 中 的 等 价 类 , HF A € (X, H") BB, : 
T(X,G%) — T(X, Hr) 是 满 射 , 存在 9 € T(X,G") 满足 8(9) = h, Ax(9) € 
rT(X,G*+1), BoAplâ) = Ako B(G) = Arlh) = 0. 从 而 由 (4.57) 中 各 行 正 合 , 知 存在 
f ©T(X, Fe+l) 满足 alf) = 和 (9). 由 于 a 是 单 射 , ao Akl f) = Ar alf) = 
Ap+1o 和 (9) = 0, 因此 和 A441( 有 ) = 0, ER fe Ker Angi, 可 定义 (lÂ) = [Ô]. 

我 们 需 验 证 6, 的 定义 合理 , 首先 假定 5 独立 于 9 的 选取 . ALA 9 W 
Æ 8(91) = h, 则 存在 fi © IX, F), 1-9 = alfi), 因此 和 (91) = Ar(9) + 
Ak o a(fi) = ao Alfi) + Arl), 于 是 alf 十 和 (及 )) = Al). HARTE ôs 的 
EX, 6.((h]) = [f+ Afi] = [月 ， 现 在 我 们 验证 b 独立 于 h 的 选取 , 假定 有 
另 一 个 hı, [hi] = [A], 则 hi = A+ àr- (A), 这 里 KW e TT(X,H*-1), 故 存在 
ô, ET(X,9*-!1) WE A’ = Bg.) H A =h + Arı 0 B(G1) =h+ Bo Ap_i(gr), BP 
8B(9 十 入 _1(91)) = hi. 于 是 不 管用 h 还 是 hi EX 6,((h]), 都 得 到 相同 的 和 1.(9)， 
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于 是 得 到 相同 的 6,((A])- 
nn k =0,1,2,---, (4.53) 中 各 行 正 合 . 


需 证 明 Ker C Im a, a c H(X, G), a B. (ta) = 0. 这 表明 6(9) € Im Ar-ı, 
也 就 是 , 存在 h e P(X, H!) 满足 8(9) = Ar-ı(h’). 由 于 (4.57) 各 行 正 合 ， 

在 geT(X,9*-1) 满足 6(9') = h’, FFE BG) = Ak- o B(G’) = Bo 和 x-1(9), 即 

8(9 — Ar-ı(d')) = 0, 故 存在 fe T(X, Fr) 满足 a(f) = (9 一 和 -1(9'))， 


QoM(f) = Ax oalf) = M0 — An(G’)) = Ar(9) = 0. 


这 里 最 后 一 个 等 式 是 因为 [ô] e H*(X,G). BF a 是 单 射 , 故 Alf) = 0, 由 
af) = (9 — M1(9)), 可 知 a ([f]) = [ô — An-1(9’)] = [ô]: 

现在 首先 验证 (4.53) 在 H*(X, F) 处 正 合 . 对 任意 [h] E€ H*-1(X,H), 6. (Ih]) = 
fl, WE alf) = Ax-1(9), 9 ET(X,9*-1), 从 而 a,(6,[h]) = ax([f]) = af] = 
Ar © )| = 0, Br Im 6, Cc Ker ay. Vif] E€ H*(X,F), a.((f]) = 0, Bl a(f) € 


6.([G(9)]), HT Ar 0 B(G) = BG )) = 0, 0 从 Os 的 定义 可 知 5 (186 ) = = 0, en 
Im O, C Ker ò. 


最 后 我 们 证 明 Ker 6, C Im bs. 对 任意 [A] € H*(X,H) 及 6,((h]) = 0, H 6, 
的 定义 知 , 存在 5 E T(X,G*), B(9) =h K f ET(X,F*), ao Alf) = Alâ), 从 


而 Arlalf) - 9) = 0; El g — alf) € Ker Ar, &(l6 — afl) = [B(9) - Boa(f)] = 
(3(g)| = [h], BL Ker 6, C Im x. a 


下 面 的 定义 有 助 于 我 们 计算 一 些 层 的 上 同调 和 群 . 
定义 4.25 A FREIEN LWA, E 
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定理 4.26 令 太 是 拓扑 空间 上 的 层 , HOF - LAF HRS, N 


H*(X,L(F)) = H"(X,F); k=0,1,2,--- 


证 明 : 4 k = 0, 易 知 H°(X, L) = HIY(X,F)=T(X,F) 假定 定理 对 kk < 1-1 
成 立 , 我 们 想 证 明 大 = 1 时 定理 成 立 . 从 


IF 0% — ee, (4.59) 
>> kı = Im do = Ker dl 我 们 有 下 列 短 正 合 询 
0— F + £° k 0 (4.60) 
及 ky 的 解 
0 — k 30 — (4.61) 
由 定理 4.24 及 (4.60) 知 
0 一 ， 厅 0(X, F) 全 H°(X, L’) <” H°(X, k) 
-> H(X, F) = H(X, L°) 2 
een (4.62) 
=, H°(X,F) Ż H9(X, £°) £ H°(X,kı) 
2<, HS+UX,F) 2 Hs+1(X, L?) 
由 于 Ll 是 零 调 层 , 故 HHX, L?) = 
H'(X,F) = H} (X, kı)/dox (H? (X, L°)). (4.63) 
由 (4.59), 我 们 有 截 影 群 复 形 
0 —T(X, F) “6 T(x, £°) 25 T(x, CD 23 T(X, L?) — (4.64) 
x Ker d Ker d 
HUX, £(F)) = ——* = ———_ + _. (4.65) 


Im dow dow(H(X, £0)) 


由 于 (4.61) 诱导 的 X EWR RIPE Ct 处 正 合 , 故 Ker dix = 2. (0 (X, 
kı)) = i,(H°(X,k1)). HT i, 是 单 射 , 比较 (4.63) 及 (4.65), 有 


H! (x, £(F)) = H'(X,F). 
在 (4.62) 中 , HT L 是 零 调 层 , H(X, L?) = H°*'(X,£L°) =0; se Zt, X 


H*(X,k,) = H(X, F); Vs eZ. (4.66) 
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由 (4.61), 我 们 得 到 稚 影 群 的 复 形 


0 — T(X,kı) ->T(X,L) E (Xx, L?) 25 (4.67) 
比较 (4.64) 及 (4.67), 知 
H°(X,L(kı)) = H°*1(X,L(F)); se Zt. (4.68) 


故 由 (4.66), (4.68) 及 归纳 假设 可 知 


H'(X,F) = H(X, kı) = H'TU(X, L(kı)) = H'(X,L(F)); 1-16 Z*. 


FG): = Fr Gr > T; VreE xX. 


FoG 的 拓扑 由 {LT(U, F) a r(U, GVU e Ux} FA TAERN FOGA FF 
G 的 直 和 . 


更 进一步 , S { 万 }ier 是 拓扑 空间 X 上 的 群 族 , I 是 指标 集 , 则 我 们 可 类 似 
定义 {Fi hier NEM, 


作为 子 基 生 成 , 这 里 pi: F 一 F; 是 投影 同 态 . 对 于 下 与 9 AM, (f,g) € 
(FOG), EMF £ € Fr H g € Go, FER F = [| F, £ = (fi) € Fe SURFS 
EJ 
定义 4.28 A X AWIN, G 是 XX 的 局 部 闭 集 , 也 就 是 , Vr eG, 存在 
U e Ux ÈR GONU=UNF, ZE FA XHAR, 如 果 三 是 G 上 的 层 , FI 是 
预 层 


Fe al 


(FW), plwv )weux 


Pree X bi B&B F(W) =T(WOG,F), pwy ARAE S, 若 WAG = Ø, 
定义 F(W) =0, Fig A Fle 的 平凡 延 拓 . 
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定理 4.29 4 L 是 拓扑 空间 X 上 的 松弛 层 , U = {Uher HX WAR 


H*(u,lL)=0; VWke Zt. 


证 明 : & ioii, ip E I ET PRY k4+1 个 不 同 指标 ,满足 UN NO, E D, 


zk 
L= || Lovis 
10 ,°°* ,Lk 


10 tk 10 » tk+1 
k+1 
这 里 (Bio ines )z 一 > AI )e TIER L 的 复 形 
s=0 
0 — L 5 Č A LL _,... ler _, (4.69) 


BA, dk o dr_1 =0, ke Z+, H Ker do = Imi. 由 于 对 任意 x € X, (LÌ) — 


rel 


viel 
故 i : Ll ao LAN. MR] |). € £, dolf [E = |] (gi;)z, 这 里 
iEI ie! i jEI 
vel 


从 而 Ker do = Im i, 于 是 序列 在 Co 处 正 合 . 现在 我 们 要 证 明 (4.69) 在 Ce; k € Zt 
处 正 合 , 对 任意 f, = I] (Koi) € LE, A dx( I] (f;,.i,)2) 二 0, 选 jeETIT 太 


70 5°" tk 10 …… ,Lk 
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eo . 
= > 
Om 
ATTN, 
= 一 N 
oT 
> ite 
SY © 
> 
ph 
Ne 
L 
ATN, 
u. 
~~. 
© 
>) 
< 
a 
Ne” 
X 
NL. 
| 
AN, 
Amar 
© 
en 
on 
N” 
X 
ATN, 
Amar 
© 
a 
a” 
N” 
X 
~ 


0 — L — L. 


从 是 


这 里 L 松弛 ，C0, L1,… LE, 也 是 松弛 层 , 故 (4.69) 是 零 调 解 . 由 定理 4.26, 
(4.69) 给 出 X 上 的 系数 在 层 C 上 的 上 同调 群 ， 


H*(X,£) = H*(X,L); kezt 


上 述 定理 表明 , & L 是 松弛 层 , HEU, L) = H*(X,L); k= 0,1,2,--- X X 
WER I ite U = {Uihier 成 立 . 下 面 的 Leray 定理 给 出 系数 在 一 般 层 F 上 的 
这 两 个 上 同调 群 等 价 的 必要 条 件 . J. Leray 是 一 个 伟大 的 法 国 数学 家 , 他 是 层 论 
BHARAL. 
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定理 4.30 FREIEM X 上 的 层 , U = {Uher 是 X 上 的 局 部 有 限 
AHL, 且 相 对 于 层 三 SA, 则 存在 同 构 


H"(U,F) = H"(X,F); k=0,1,2,..., 


由 定理 的 假定 , H(X, FÒ) = 0, Va > 0 Rk >O, M (4.71) EF 的 零 调解 ， 
且 由 定理 4.26， | 
H9(X,F) = H"(X,F); q>0. 
从 定理 4.29 的 证 明知 , H9(X,F) = HUU, F), 定理 得 证 = 
前 面 我 们 已 经 讨论 过 环 层 , 现在 我 们 来 介绍 环 层 上 的 模 层 . 
定义 4.31 令 (Rn, X) 是 拓扑 空间 X 上 的 环 层 , 且 (F,r, X) Æ X 上 的 
群 层 , 若 对 任意 ce Xx, Fa RR, 且 运 算 


R Xrxr' F — F, 
(r,f)ror-f 


是 连续 映射 , 则 称 (F,r, X) 是 及- 模 层 , KBR Xaxn F = {rfr € R, fe 
F, T(r) =r (£)}. 


有 很 多 模 层 的 例子 . 例如 , BS EEC EWR RAE, Er 是 C* 上 
的 光滑 (p,q) JERE, 则 Er 是 E- 模 层 . 夯 外 可 将 环 层 有 R ABRAM 有 R- 模 层 ， 
则 及 也 是 R-E, 现在 mMR=RO--- OR BRE RR. 假定 F 是 R-E, 


m A—— 


m 次 
F 是 FUTE, 如 果 F 也 是 RE, 则 F/F 也 是 RARE. 
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证 明 : 首先 我 们 引入 Grothendieck 的 典 则 同 态 
0 — F — F — F! — 
由 于 F EERE, 则 不 难 验 证 F*; k= 0,1,2,- 也 是 E-A, HH 
0 — F 5 FP B ki = FF — 0 


可 知 ky = F°/F 也 是 E-M. 由 定理 4.24, 上 面 短 正 合 列 诱导 了 上 同调 群 的 正 


0 = HO(X, F) — H°(X,F°) > H°(X,kı) 
2, H(X, F) Ż> Hi(X, f°) 2> 


由 于 F EEJ, AR, D aO Do = 0; k > 1, iX H*(X,kı) = 


0 — k, — Ft — k — 0. 


这 里 p: F 一 ky = FF 是 满 同 态 ， 于 是 对 任意 se H°(X,k1) = T(X,kı), 
ce X, BU, € Ux MÄRZ fo © T(Ur,F°) WE pef) =rxuv.(s) = slu.. W 
在 {Us}jzex EX WHE, 由 于 X A, 有 {Uzs}zex WAWA RIMAE i 
{Vi hier, & { pi tier 是 从 属于 {Vi hier 的 单位 分 解 ， yu pis = px (pifa, ); 这 里 Ti 满 


ECO, YO pifei DR), FÆ pe ( pife,) =Y pis = s, 定理 得 证 


el rel el 
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我 们 发 现 定理 的 证 明 仅 用 到 单位 分 解 , 故 当 XX 是 仿 紧 光滑 流 形 或 更 一 般 的 
满足 单位 分 解 定理 成 立 的 空间 时 , 定理 仍然 成 立 . 
现在 我 们 来 讨论 Dolbeault 上 同调 定理 , 首先 我 们 来 证 明 一 些 引 理 . 


引 理 4.34 AGCO FHER, 其 边界 9G 是 分 片 光 消 的 有 限 长 曲线 . 如 
RfEOT(C, 则 对 任意 z EG, 


Of... 一 
-Ldt N dé 
1 |f fd, f Æ 
TO) = 27 ag $- +/ E-z 4.73) 
证 明 : 2 QE, 2) = a 这 个 (1,0)- 形 式 是 Cl 中 区 域 的 Cauchy $, 
LE dé 
HOUE 2) = 人 一， 在 CN 上 


令 Be 是 以 2 为 圆心 、 半 径 为 e > 0 的 圆 盘 , e 充分 小 , 满足 Bec Bca. 我 们 
在 G\Be 上 对 d(f(€)Q(€, z)) 应 用 Stokes 公式 ， 


Of - 
—dENd 
1 2 SAS O OF SOE f SO 
G\B. 5 一 2 ag 6 一 aB. -Z 
o f FOK (FE) — FREIE _ l 
Jag £- aB 一 2 fe) | 25% 
由 于 dé = 2ri, H lim III ge = 9, 
3B. ETZ 0 Jon, 8-2 
af > af > 
—dENd —dENd 
ESOS im TEL AOR Sip 
a €-2 JB. 一 2 ag E72 


X 了 为 G ER GARRY, (4.73) 右边 最 后 一 项 为 零 , 故 (4.73) 给 出 单 复 
AS PRIA BAY Cauchy 公式 . E 
由 (4.73), 4 g € C”(G), > 


我 们 能 证 明 
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首先 我 们 证 明 g(z) BAMBI, S t=- z, N 
J gEdE AdE _ | g(z —t)dt 人 dt 
G Gr’ | 


E-z t 
这 里 G' 是 新 参数 t 的 定义 域 , g(z 一 t) 在 G' 中 有 紧 文 集 , 我 们 可 以 改变 积分 中 
O 
的 元 ,村 征 
Ou(z) _ Og(z—t) _ _ 
A =- j zt ‘dt A dt 
_ Og(§) — z) T= olz 
= Jo x: (E-2) dé A d€ = g(z) 


"ay, g 没有 紧 支 集 时 对 任意 zo € G, i V CG, V €Un, RC ER C” K 


u :一 — Wo a NdE 
= 1 f (1— vw)g = 
u= | ade nd 
显然 u = wi 十 vz, X z eV, 由 前 面 的 证 明 
u = (yg)(z) = g(2) 
日 


Oz E-z = 0. 
iy = 0. FE Veo € G, 存在 Ve 满足 SE = gC) 
z 02 


5l3@ 4.35 (Dolbeault 引 理 ) 40 是 C" 中 的 区 域 , O 〇 LER DKF EZ, 
EPI 是 C% (p,q)- 形 式 芽 层 , & 


0 — O 2, £99 2, £01 2, 60,2 9, E03 2,... 2, gom (4.74) 


是 层 O 的 零 调解 
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证 明 : 由 于 对 任意 p < mw Er = k Je KHER p > n, EOP =0, 故 所 有 60" 
BIN E- Rz, Hal 4 4.34, 所 有 EP 为 零 调 层 


Bw, € E01， 存在 Veu, ie w 是 了 上 的 c*(0, DER, E Hv wz = (W).- = 


0 
Oz Yii. tp—1 -一 Oi tp—1 
n 
今 
y = N Yia ip dZ N Adz rn}, 
则 


EN, HE 存在 V 上 的 C™(0, p)- 形式 n 满足 
On=w— Oy 


E n X} zn 全 纯 , FE w = On + dy = O(N + 7), 故 对 任意 的 ze N, (4.74) FE EP 
处 正 合 . 口 


H?(Q,O) = H?(T(Q,E°")); p>0, 
这 里 APT (0, €%)) 是 由 解 (4.74) 诱 手 的 上 同调 和 群 . 
定理 4.36 可 由 引 理 4.35 及 定理 4.24 给 出 . 
推论 4.37 若 Q 是 复 流 形 , AMA 


H?(Q,O) = HP(T(N,E")); p>0. 
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现在 我 们 继续 研究 除法 问题 , 前 面 我 们 仅 给 出 际 法 问题 当 n = 2 时 的 证 明 . 


除法 问题 是 指 , 是 否 有 


T (0, @ o) —T @ 20) — 0 (4.75) 


ES. 


定理 4.388 AQ Æ Cr 中 的 Stein 区 域 HOEN FEN 中 的 全 纯 函 数 满 
X f(0) = 0, 则 存在 Q 上 的 全 纯 函 数 万 ,…… ,fn 满足 


51.2 EN Lee ` 99 - 


想 在 Q 是 Stein 区 域 的 情形 证 明 (4.75) IEA. 我 们 考虑 下 列 层 正 合 列 图 表 


0 0 
N 
Kk} 
7 
= (Jem (= (2) 
n n—1 n—2 
人 N 
(") 0 K? 
ya N 
0 0 


(4.76) 


n— 1 


0 ("Jo _, ( n Jo 0 的 正 合 可 诱导 上 同调 群 正 合 列 


(4.77) 


由 定理 4.36, HP(N,O) = HP(T(O,€%)), Vp > 0， 由 上 一 节 主 要 结论 , 知 
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故 由 (4.77), 
H®(Q,k') =0; p>0. 


事实 上 , 如 果 0 — F — G N — 0 是 层 正 合 列 , 4 F, 9 SIAN, H 
也 是 零 调 , 前 面 已 证 的 H?(Q,k1) = 0; p> 0 事实 上 可 以 推出 定理 成 立 . 应 用 到 
(4.76) 中 每 条 斜 线 上 , Ak, k?,..- HEA. 考虑 短 正 合 列 


jo kei = X %O — 0, (4.78) 


HF 零 调 , 于 是 


0 — 1(0,k"-*) —T (0, @ o) — T @ 0) — 0 


第 五 章 5 方程 解 的 一 致 估计 


我 们 在 第 三 章 中 讨论 了 2 方程 的 L 估计, 即 对 超 定 方程 Ow = f, Of =0, 4 


Iflla. < 09, 


则 存在 解 且 满足 自然 的 L? 估计 
lulló o < CIII o. (5.1) 


这 里 Q 是 有 界 拟 凸 域 , p 是 9 ERISKAHMER, C 仅 依 赖 于 O 的 直径 . 
本 章 我 们 将 继续 讨论 拟 凸 域 上 9 问题 : 
我 们 将 证 明 , WR fe CH) (N) 满足 OF = 0, 则 存在 解 Gu = f 满足 Lo fh 
vr, BR 
lullo < Cl flo: (5.2) 


这 里 ||- ||o = Supl- |, © 是 独立 于 f 的 常数 , 即 (5.2) 为 某 种 一 致 估计 , 这 类 估计 
可 方便 地 应 用 到 一 些 问题 中 . 

这 类 问题 起 源 于 对 Cauchy NATE. 

SO C 中 的 区 域 , fe C™%(Q). Dolbeault 引 理 隐 含 看, Vz EN, 
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A Of =0, 上 述 公 式 束 是 单 复 变 中 的 Cauchy 公式 


是 通常 的 Cauchy 核 . 分 析 (5.3) 的 证 明 , 我 们 发 现 
(1) 核 UE, 2) 是 Q\{z} 上 的 闭 (1,0)- 形 式 . 
(2) E = z 是 核 Q(t&,z) 的 具有 适当 奇 性 的 奇 点 . 


(3) 积分 
/ AE, 2) 
OB. 


是 独立 于 e 的 常数 , 这 里 B EU z 为 圆心 、 半 径 为 e WAR. 
WRA UE, z) 满足 (1) — (3), 则 (5.3) 不 依赖 NE, z) 的 具体 表达 式 而 成 立 . 


oE 
3 (1 f gEdEndEN _ 
=, e—a? ) =a) vz En (5.4) 
换 句 话说 ， 
u= [| Mena (5.5) 
2m Jo E— 2 
为 6 方程 
Ou = gdz 
的 一 个 解 . 
我 们 得 到 的 O 方程 的 解 由 核 的 积分 表示 (5.4) 给 出 . 由 于 
/ dE A dé <C, VzER, (5.6) 
al &-2 


我 们 可 以 立刻 得 到 一 致 佑 计 . 

因此 , 为 从 (5.3) 得 到 0 方程 解 的 积分 表示 , 以 及 解 的 一 致 什 计 , 只 需 构造 核 
UE, z) 满足 (1) —(3), H 

(4) UE, z) 对 z ZA. 

在 n > 1 时 , 我 们 同样 希望 找到 满足 (1) 一 (4) 的 核 , 从 而 可 以 得 到 2 方程 的 
只 分 表示 解 . 通常 的 工具 是 Bochner-Martinelli 核 (B-M 核 ). 下 面 我 们 给 出 B-M 
核 的 起 产 : 

最 早起 源 于 C 上 的 Newton 位 势 的 经 典 人 和 公式， 


1 
5 A log r = ðo, (5.7) 


21 
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这 里 bo 是 分 布 意义 下 的 6 ERST, 即 


(do, p) = (0); Yy € Co (C). 


公式 (5.7) 也 是 分 布 意义 下 的 等 式 . 对 于 单个 复 变量 , 有 A = 4 -_ BL (5.7) 可 
FORA 10 (= _5 (5.8) 
ndz\z) © | 


(5.10) 中 的 第 一 个 和 第 二 个 等 式 成 立 分 别 是 由 于 散 度 公式 及 E 一 一 = > FH 


(5.9) 及 (5.10), 我 们 有 


(om J = 0(0,... 0): (5.11) 


-De (O Og log |E — z| A (O¢0¢ log |E — rt) . (5.13) 
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由 于 O¢ log |€ — z| A (O¢0¢ log |E — z2)! Æ E = z AWANE 2n — 1, 
(5.13) F, 除了 第 一 个 9 算 子 要 在 分 布 意义 下 计算 外 , 其 余 的 Oe, Oe 均 可 在 普通 
意义 下 计算 (具体 可 参见 对 应 无 界 多 次 调和 了 盯 数 的 Lelong 数 的 定义 ). 现在 


H 
de log |E — z|? A (OeOe log |E — z|)" 
Ba (Svat As A Beg 人 rs (5.14) 
Adi A+++ AdEn = 
4 


(n — 1) 
H TV 
Ke-u(&2)=(s5) DUDEN Gm 
满足 
OeKB_M = 60... 0). 
这 里 C= (=) (n—=1)!(-1) 7 , # Kp_m(E, z) X Bochner-Martinelli 核 . 


下 面 的 定理 是 (5.3) 的 自然 推广 . 
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定理 5.1 (Bochner—Martinelli) 4 D 是 C FH RR, AD 是 分 片 O! 


f(z)= | f(€)Ke-m(&,z)— | OfE)AKB-M(8: z). (5.18) 


VERA: 我 们 按照 证 明 (5.3) 的 步骤 来 证 明 (5.18), 故 只 需 验证 Ke_m(E,z) Mi 
足 条 件 (1) — (3). 


条 件 (1): Kaa 6,2) 在 去 心 区 域 Q\{2} 上 是 闭 形式 , 由 于 g6 2) = 


H 


则 在 O\{z} 上 有 


ON(é,z)=0. (5.19) 


于 是 Kp_m(&,z) = ORE, 2) 在 去 心 区 域 Q\{z} 上 是 闭 形式 . 
条 件 (2): 从 Ke-m(&2) 或 UE, z) 的 表达 式 可 以 看 出 , 它们 在 € = z 点 的 
奇 性 的 阶 是 2n 一 1, HF DEC" 中 的 有 界 区 域 , 故 


由 于 
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_ 1 = OLE — zl? A Oc |E — 2? 
côe log |E — z|* = Ea ge eel = zl - l a 
故 
_ n— i 
/ de log |E — z|° A (O¢0¢ log |E — z|*) 
OB, (z) 
1 一 n—] 
— AlE — zl? A (Oc0e|€ — zl? 
IM 2) 人 一 z|2n ats ( & elé ) 
1 一 n—l 
= 一 一 O¢|€ — z]|“ A (3sðglE 一 z|") 
€ OB,(z) 
1 一 n 
_ __ côl — zl? 
Eu Jat (Dede | — 21”) 
1 天 
_ _ dé; \ dE, | = (2mi)" 
een B«(z) [> | | 
由 (5.17) 知 Kp_xm 满足 条 件 (3) - 


现在 我 们 完成 了 Bochner-Martinelli 公式 (5.18) 的 证 明 ， 但 上 述 公 式 不 能 用 
来 解决 9 方程 . 如果 想 用 这 种 类 型 的 公式 解决 9 方程 , 我 们 需要 当 上 e OD 时 
Ke-m(&z) 对 > 全 纯 . 但 Ko_nm(& 2) 并 不 满足 我 们 需要 的 条 件 . 观察 


Kp-m(£,2) (98, 2)) 


TA | Ea 
=P E- aae) DE- a) ES. (5.21) 
2 二 1 
—1,--- ,n 不 是 关于 z MZAA, 这 是 


Kp_Mm\(é, z) 


不 能 对 z 全 纯 的 主要 因素 . 如 果 我 们 能 找到 类 似 (5.21) 中 1 的 分 解 , H g;(é&, z);i = 
1,… ,n 均 对 z 全 纯 , 则 2 方程 解 的 积分 表示 问题 即 可 解决 . 

我 们 将 使 用 除法 问题 (第 二 Cousin 问题 ), 及 D 强 拟 凸 的 假定 来 构造 需要 
的 1 的 分 解 . 

令 D:= {ze C"|p < 0} 是 有 界 强 拟 凸 域 , 即 pe C™(Q), doloa #0, H. p 
是 9D 上 的 强 多 次 调和 函数 . 因此 当 € e OD H zE 充分 靠近 上 时 , 由 Taylor 
展开 


第 五 章 ô 方程 解 的 一 致 估计 ` 107 - 


— &;) + o(lE - 2|°) 


十 > Piz (E) (zi — 


1,3=1 


= p(é) — 2Re F(E,z) + YO pas(€)(2 — &)(% — E) + oll€ - zl?) 


i,j=l 
> p(€) — 2Re F(E, z) + Aol — z|" + o(|€ — 2|*). 


这 里 


>》 pg (€)(z — &)(%i — E) > AoE — z|”, VE € OD. 


ij=l 
当 z 充分 靠近 上 时 , 适当 缩小 Xo, 有 
p(z) > p(€) 一 2Re F(E, z) + Aol€ — zl? 
由 于 p(z) <0; ze DE p(é) =0; €€ OD, & 
2Re F(E, z) > AolE — z|? > 0. (5.23) 


(5.23) BE YEEODH z 充分 靠近 上 时 ，F(e,z) #0, 于 是 有 全 纯 函 数 FE, 2), 
F(&E)=0; €€ OD H F(é,z) £0; €€ OD, z€ D. 现在 选取 C 函数 hh, 满足 
Supp hC U, hy = 1, LEU E EOD 的 小 邻 域 , 选 V AEC OD 的 更 小 邻 域 ， 
满足 VCV CU. p=p-—eh, 4 ¢ RA), Æ p NER, 有 


H; 0? p 32h 
7 一 > 
(tts. EE) . 全 二 一 Gil, 


这 里 C HERA TEnxn YMERE. 

令 D= {zeC"j<0}, 则 DcD, 这 里 DD 仍然 是 强 拟 凸 域 . MERNE D 
上 解 如 下 的 第 二 Cousin 问题 , WIZE D 上 有 (6,2), CE E 的 某 邻 域 上 与 P(E, z) 
有 相同 零点 , 在 D 的 其 他 部 分 无 零点 ， 故 存在 关于 z SES Sate HE, z), 
E E 的 邻 域 上 , 有 


®(é,z) = H(é, z) FE, 2). 
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特别 的 ， 当 之 € D, E = OD RY, 


P(E, z) #0. 
对 DE, z) 解除 法 问题 ， 各 存在 D 上 全 纯 图 数 Pi (£, z), a , Pn(é, z) 满足 


n 


D(E, 2) = X (& - z)Pi(& 2). 


1 二 1 


由 于 在 ce OD 的 某 邻 域 上 , B(&,z) 5 FE, 2) METER ee eA 
T, 且 在 下 面 讨论 核 的 估计 时 , 奇 性 只 发 生 在 z = €. 所 以 为 简单 起 见 , 我 们 可 用 
F(E, z) 代替 O(€,z) ( 见 图 5.1), 也 就 是 说 , 假定 它们 在 € € OD 附近 有 相同 的 零 
点 分 布 , 在 D 的 内 部 无 零点 . 现在 


故 
3 es (Si — i) = 1 (5.24) 
H n 
》 Ez) Ei 2) = 1 (5.25) 
因此 , VA € R, 有 u 
De-a (range) = (5.26) 
Grauert-Lieb 首先 考虑 (5.26), HM A(E, z), 利用 
Pi(é, 2) 


得 到 9 方程 解 的 基本 核 . 
几乎 在 同一 时 间 (1969, 1970), Henkin 考虑 在 (5.1) 中 加 入 参数 和 来 构造 基 
本 核 , 也 就 是 现在 的 Henkin 核 . 现在 我 们 介绍 他 的 方法 : 令 
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(5.28) 


现在 考虑 d(f(€)Q(0, €, z)) 在 关于 (&, 入) 的 区 域 上 的 积分 , 也 就 是 在 由 [0,1 
和 OO 生成 的 柱 面 , 与 底面 (和 = 1,€ € Q\B.) 上 积分 ( 见 图 5.2). 20, E, 2) 的 定 
义 将 在 后 面 定 理 证 明 中 给 出 . 


EEIN 
=- |, FOKA + f, LOK (5.30) 
gEEON EE€OB 
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3 
= lim Of(€) \ KBp_m(é,2) 
< 一 JO\B 
一 OO 人 Ks-m($; z), 
lim f(€)K(1, &, 2) 
«TU JEEOB 
-im |  FOKB-m(&2) 
>Y JECOB 
-lm |  (F(©)- f(2))Ks-m(€,2) + f(2)im | Ka_m(E,2) 
< 一 0 Jecas, TU JEECOB 
代入 (5.30), 有 


满足 


即 (5.31) Æ I WE (5.32) 的 积分 公式 解 , 称 其 为 Henkin AR. 
利用 (5.31), 我 们 可 以 得 到 5 方程 解 的 一 致 估计 . 


定理 5.2 (Henkin) KOREMUER, ge CH) (OQ) 满足 0g = 0, 则 存在 
u E€ C”(NQ), 满足 ðu =g H 


| ulo < € || gllo- 
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< const!|g|\o- 


/ g(€) \Kp_m (6,2) 
(2 


对 VE c ON 及 Yz € 0 一 致 有 界 . 
HEX, 


n 


QUA, E, 2) =) (-1) 1G dG, A+++ A dGi A+++ AdGn A dE, A d&g A+++ A dên 


n , , OG : —_—_ a E 
4 1 . J eee > 
十 / 》 (=D) 797 Gy dA A 0EGı A+++ A OG; 


Gi G; 
ICi OG; 
OX OÀ 


dÀ \ O¢G1 A+++ NOG; 


— (De 


2<7 


ee 


po WIG NIG A dé, A: A dên. 
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前 面 的 系数 是 行列 式 
G1 Gn 
OG, Gn 
OX ON 
D 7 OG, OGn 5 39 
VU1'Un-2 T OE, ÖE ,. ( . ) 
0G1 OGn 
Oy,» 906。 ， 
现在 ， 我 们 来 简化 Dar ---un_2: 
F; o 3 — Ži Fi 
OG; 3 一 Ži P; 


i o 
Gi + (1-9 = ut l<ign 
MM Ds... 化 为 
3 — 2] én — Zn 
&- z|? E -— z|? 
P, Pn 
F F 
Daa, =—| a OGn | (5.34) 
O& OE y, 
AG, 0G， 
IEn, On 
更 进一步 , 考虑 到 
BOG; A dr EHH I, 2 
a, zer a 
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H 十 的 表达 式 的 第 二 及 最 后 一 项 分 别 有 因 子 及 号 ;1<i<m 故 它 
们 不 影响 D，.。 BE, 从 而 
-Z En—En 
&-21° E— z|? 
P; P, 
F F 
Dar... = (-1) A 51 17 OP, A zn 17A OP, 


这 里 8; 是 通常 的 Kronecker 和 从 号 . 
我 们 只 需 证 明 上 述 行列 式 的 积分 对 上 e 00 及 z € 0 BAR. 注意 到 行列 
式 Dou 的 奇 点 仅 出 现在 z = € e 00 处 , 积分 是 否 一 致 有 界 , 完全 取决 于 > 
趋向 于 ee 00 时 积分 的 行为 . 

由 于 |F| > cl€ — 2z|?, 这 里 c EWK, 故 Dun. Æ E =z 的 柯 性 的 阶 在 


第 一 行为 1, 其 余 均 为 2, 所 以 关键 是 要 证 明 


1 / 1 
—— = —— 5.35 
Ir g- 21H 2 | F ecan E — 2" IF (5.35) 


7 2 O8: 
现在 选取 &,. + „En 点 新 的 局 部 坐标 , 满足 Re & = p(6), BI p= HHS, F 
和 1 1 1 
H 
delm F(&, z)|z=¢ = Im(dgF(&,2)|2=g) = Im Op 
由 上 述 两 式 可 知 
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因此 可 用 局 部 坐标 


(Im F, Re £2, Im €2,°°° ‚Re En, Im En) 


Ne 
(Im £1, Re £2, Im &9,--- ‚Re n, IM £n). 


且 由 (5.23), |Re F| > ale — 2|, 这 里 a 是 正常 数 , H |F| > 万 (Re F| + |Im FJ), 
故 积分 (5.35) 可 由 


24/2 1 


a Jan lE - 2|??-8([€ — z|* + |Im £l) 


控制 . 
而 上 述 积分 在 差 一 个 常数 因子 意义 下 等 同 于 


CC1 QTN 
oo 0 N=2n-1l. 5.36 
| re 9-98) 


故 只 需 验证 (5.36) 有 界 . 利用 球 坐 标 zi = 7 sin 91,…, 只 需 估 计 


[ f drd 
0 0 T+ | sin 8| 


存在 常数 &k > 0, 满足 在 原点 附近 |sin0| > ko, 而 


1 DT 2n 
drdé@ 
一 In(l + k@) — In(k@))dé OO. 
[I r+ké | (In(T + k0) — In(k@))d8 < + 


本 章 我 们 主要 探讨 定义 在 C 中 的 区 域 或 整个 C" HANS RA 
共有 零点 的 局 部 性 质 . 这 在 很 大 程度 依赖 于 对 全 纯 函 数 芽 的 局 部 绪 构 的 分 析 . 为 此 
我 们 将 证 明 关 于 全 纯 困 数 革 的 Hilbert 零点 定理 . 


6.1 EHRUNFHH 
FA nOo = C{z1,--- ,2n} 表示 在 C 原点 附近 全 纯 的 函数 环 . 我 们 主要 讨论 


12 € Cfi) = = fr(z) = Of 


在 C” 原点 附近 的 结构 , 这 里 fi, , fe © nOo. 
En=1, 则 问题 平凡 . 这 是 因为 , 不 恒 为 零 的 全 纯 图 数 的 零点 是 孤立 的 , H 
总 可 以 局 部 表示 为 
f(z) = z"g(2); g(0) #0. 


BAM k 表示 其 在 点 0 的 阶 . 

An>1ı, 问题 就 复杂 了 . 

对 f € Oo, H f(0,---,0)=0,# f(0,… ,0,2n) PEX 0, MER 了 关于 zn 
正则 , 精确 地 说 , 就 是 f(0,… ,0,zn) ERA (0,---,0,C) 中 f 有 定义 的 部 分 
NENNE. 

# f 在 原点 附近 不 恒 为 零 ， 则 存在 很 多 通过 原点 的 复 直 线 , 满足 f 在 某 一 
条 上 的 限制 不 恒 为 零 . 故 对 原点 附近 不 恒 为 零 的 图 数 f, 必 存 在 原点 附近 的 线性 
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AVS yp AP HR, 使 得 f 天 于 Zn 正则 . Ww z = (21, me ‚Zn-1), 2 一 ( Zn); f C n O0. 右 
f RF zn ENJ, 且 f(0,0) = 0, WA f(0, zn) FE zn = 0 的 Taylor 展开 


f(0,2n) = zn p(Zn); (0) #0, 


这 里 ke Z+, 有 时 称 f 关于 zn Æ k 阶 正则 的 . 给 定 充 分 小 的 z! #0, f(z’, zn) 
的 零点 一 般 不 同 于 f(0,2n). 对 于 f(0, zn), 当 k 2f, zn = 0 ÆR k BSA, 
对 于 充分 小 的 z', 虽然 f(2', zn) DA k PER ( 记 重 数 ), 但 一 般 来 说 , 它们 并 不 
相同 . 

将 f(0, zn) 看 成 是 关于 单 变 量 zn EAR, 由 于 其 零点 孤立 ， 故 存在 
ôn > 0, 使 其 在 半径 为 ôn WARR As, := {zn E€ Cllzn| < in} P, BR zn = 0 外 
无 其 他 零点 . 令 e= inf |f(0,z,)| > 0 由 f(z’, zn) 的 连续 性 , 存在 61,:… ,6n_1， 


lZn|=dn 
使 得 当 |z| < 01,°° " ,|Zn— 1| < On—1 时 ， 


图 6.1 


下 面 的 Weierstrass 预备 定理 精确 地 描述 了 关于 zz IEW LANE Cr 
原点 附近 的 零点 分 布 . 


定义 6.1 MAE 1Oo[zn] FAT zn #9 k Br Weierstrass 多 项 式 ,k > 0, 


§6.1 FARM ABA -117- 


定理 6.2 (Weierstrass 预备 定理 ) A fE ,Oo Lf 关于 zn EN, 则 在 


这 里 u(0,0) 大 0, QAk-15,°°* ,@1, WO = n—100 H ak—ı(0) 一 "一 ao(0) = 0. 


Xİ le Zt, 
Of ,, 
k 1 F (2 , €) 
/ _ /1 — Zn d 6 
bi(z ) di (z ) Iri El=őn HERS 6 3) 
k 


en BA al) MST SER bl): l<l< o Kr 
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由 于 lz) 1 <1 ~ k EAE, Malz’); i = 0,… ,kk 一 1 全 纯 . 且 因 为 ¢,(0) 


{lz ,2n) € C*||zı| < MX ,zn-1| S Adn-ı, |2n| = dn} 
上 的 极 大 值 , m 是 |h] 在 

(213°: ,2n) € Cr [za] < Adı,--- [zni] < Mn_1, lnl = bn} 
上 的 极 小 值 , 由 单 复 变 全 纯 也 数 的 极 大 模 原 理 , 在 

{(21, ,2n) € Clll < Adi, +++, [Zn—1] S Adn-ı, [Zn] < ôn} 
上 ,|ul < < 由 Riemann EHEH, u 在 

(z1,°** ,Zn) € C*||zı| < M1, ,|2n_1| < Adn-ı, |Zn| < ôn} 


上 全 纯 . > \ SF 1, Mu 


{(2 +++) 2n) E CP |j] < die , [Zn] < dn-1, |2n| < ôn} 
EZH PRR. = 
Weierstrass 预备 定理 告诉 我 们 ,在 fe ,Oo HAF zn IEW, 则 有 Weierstrass 
ZMA h RICE SPAR u, 使 得 在 CO 原点 的 某 个 开 令 域 上 , f= hu. 


事实 上 ,Oo 是 C7? 原点 处 全 纯 盟 数 牙 形成 的 环 . 于 是 Weierstrass 预备 定理 
表明 .在 fe ,Oo Hf KF zn Æ k WEW, W £ IDHA k BY Weierstrass 
多 项 式 h 与 ,Oo 中 某 个 单位 的 乘积 . 所 谓 单 位 就 是 环 „Oo 中 的 可 道 元 , 即 Cr 
HRAASEFNLHRSCE. f EF zn Æ k 阶 正则 的 , 是 指 存 在 其 代表 元 f 关于 
zn fe k 阶 正 则 的 . 类 似 , h 是 关于 zn HJ k WIEM] Weierstrass 多 项 式 , 是 指 存在 
代表 元 h 是 关于 zn 的 有 阶 正则 Weierstrass 多 项 式 . 

一 个 有 趣 的 事实 是 , eRe FEE Weierstrass 预备 定理 的 耳 接 推论 . 这 是 因 


为 , E fE ,Oo 关于 zn 是 1 阶 正 则 的 , DE cf (0) #0, FH Weierstrass 预备 定 
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定理 6.3 (Weierstrass 除法 定理 ) She nOon] 是 关于 zn WK ME 
则 Weierstrass Z AA, WHE EC "Oo 均 可 唯一 表示 为 f= 一 g.h++r, 这 里 
g E nOo, r E n_i1Oolzn| 是 阶 小 于 大 的 多 项 式 . 更 进一步 , wR EE 2_1Oplznl, 
则 ge "1Oo[zn]. 


WEAR: 分 别 选 取 了 ff 与 h 的 代表 元 f Mh, 使 得 它们 在 开 多 圆 盘 和 (0;7) 中 全 
纯 . 更 进一步 , 选取 A(0;r) 中 的 闭 多 圆 盘 入 (0; 6), 使 得 A(z) 在 


{|z1| < 01,°°+ ,|2n—1| < On—1, |Zn| = ôn} 
EAA. 从 而 
l = t fle, , Zn—1,€) ag 
g(21, Zn) — Iri Ja h(zı, 2n—-1,€) £ _ Zz, 
在 A(0;5) 上 全 纯 . 更 进一步 , r(z) = f(z) - g(z)h(z) 在 相同 的 多 圆 盘 上 全 纯 , H. 
有 如 下 积分 表示 
rT(Z1,°** ,Zn) 
o 1l u dE 
Iri El=ő, f(z, en-1, 6)E — Zn 
1 fle, , Zn—1, €) ag 
p 2ri El=ö6n Mar, RG , Zn—1;) € — Zn 
1 fle, ‚zn-1l; £) h(21, ‚Zn-1,£) u h(21, »“n—1> Zn) dé 
211 lEI=6, h(zı, . , Zn—1,€) £C— “mn, | 


& u Zn) 十 a1(21, oo ‚Zn-ı)(E u 2) Tree Tr axr-ı(21; , Zn)(é Zn ) 


是 关于 zn 的 上 一 1 阶 多 项 式 . KÆ r(z) 的 表达 式 中 唯一 会 出 现 zu 的 项 , 从 而 
r(2) AT zn BA k—1 Br, 于 是 就 得 到 际 法 公 SAFER 


类 似 本 章 开 始 时 的 讨论 , 利用 Rouché 定理 , 可 选取 更 小 的 多 圆 盘 A(0; 5), 任意 
固定 
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h(z21, ,zn) 在 |zn| < On ERA k FEA. 由 于 7(z) 一 ri(z) 关于 zn 的 阶 至 多 
是 上 一 1, 右 它 关 于 zn A k TER, 则 必 恒 为 零 , MM r(z2)-rı(z2)=0. 由 于 „© 
是 整 环 , MRASALF, 于 是 g1(z) - g(z) = 0, RUE SHEE. 
定理 最 后 的 结论 可 由 代数 中 系数 在 环 中 的 多 项 式 的 除法 公理 得 出 . 口 
Weierstrass 的 两 个 定理 可 帮助 我 们 对 环 ,Oo A ERRUR. 


定义 6.4 RfE ,Oo 在 Oo PAN, Æ f= gg, Hg, go 不 是 "Oo 中 
的 单位 ; RR, MAHA "Oo 中 不 可 约 . 称 fe n—-10o[2n] 在 %_1O0[zn] PAA, 
Æ f = gigo, H gi, go 不 是 %_1Oo[zn| 中 的 单位 ; FR, 则 称 其 在 %_1O0lzn] 中 
Ax BY 24). 


引 理 6.5 Weierstrass 多 项 式 HE n_-1Oolzn] Æ nOo 中 可 约 当 且 仅 当 它 在 
n_1Oo[zn] PTH; 如 果 h 不 可 约 , 则 它 的 所 有 因子 在 差 一 个 n-100lzn] 中 单位 
的 意义 下 是 Weierstrass 多 项 式 . 


WEAR: 首先 , 假定 h 在 ,Oo PAA, 令 h = gig, gj En Oo,7 = 1,2 不 是 
„Oo 中 单位 .由 于 h 是 关于 zn 正则 的 Weierstrass ZMA, Al gl 与 go WK 
于 zn 正则 . 由 Weierstrass 预备 定理 , g; = u;h,,j = 1,2, uj E nOo 是 单位 , H 
h; € "1Oo[zn] 是 Weierstrass 多 项 式 ; FÆ h = (uiu2)(hih2). 但 由 于 hih; 也 
是 Weierstrass 多 项 式 ，Weierstrass 预备 定理 中 的 唯一 性 部 分 保证 uu = 1 H 
hih = h. 因此 h 多 项 式 可 约 , 有 日 其 因子 是 Weierstrass 多 项 式 . 

其 次 , 假定 h 在 n-10o[zn] PAA, tc h = gig2， gj E n-10o[zn],7 = 1,2 不 
JE n-10olZn. 中 单位 . 厂 81 FE nO 中 单位 ， 则 h/gı = 82, 应 用 Weierstrass 际 法 
定理 , 1/g1 € n-100 u], 这 与 gi TE ,,_1O0[zn] 中 单位 矛盾 , 因此 gj 不 是 ,Oo 
中 单位 . 类 似 , go 也 不 是 “Oo PEM, Wh 也 在 „O0 PAA. 口 


定义 6.6 ”唯一 因子 分 解 整 环 (UFD) 是 指 一 个 满足 下 列 条 件 的 含 么 元 的 
ER: 每 个 不 可 逆 元 均 可 分 解 为 有 限 个 不 可 约 因子 的 乘积 ; 分 解 在 差 一 个 单位 及 
因子 间 排 列 的 顺 厅 的 意义 下 唯一 . 


定理 6.7 nO 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 


证 明 : 我 们 对 维 数 n 归纳 证 明 . Æ n = 0, 环 oO = C 是 域 , 自然 是 唯一 
因子 分 解 整 环 . 故 假定 定理 对 n-100 成 立 . 由 Gauss 定理 , 多 项 式 环 „-ıOolzn] 
是 唯一 因子 分 解 整 环 . 在 f e ,Oo 不 是 单位 , 可 通过 适当 的 线性 坐标 变换 , 使 f 
关于 zn IEW. FÆ, 由 Weierstrass 预备 定理 , f = uh, XE u c€ „Oo 是 单位 ， 
h € n-10 [Zn] Æ Weierstrass 多 项 式 . ZMA h 在 差 一 个 %_1Oo[znl 中 单位 及 
因子 则 排列 顺序 的 意义 下 , 可 唯一 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 由 引 理 6.5, 我 们 
就 得 到 了 ff 在 ,Oo F, 差 一 个 Oo 中 单位 及 因子 则 排列 顺序 的 意义 下 的 唯一 分 
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解 . 故 定理 得 证 _ 
定义 6.8 Noether 环 是 指 它 的 每 个 理想 均 是 有 限 生 成 的 含 么 元 的 交换 环 . 
定理 6.9 „Oo Æ Noether KH. 


证 明 : 我 们 仍然 对 维 数 n 归纳 证 明 . Æ n = 0, #00 = C ER, BRE 
Noether 环 . 故 假定 n—-100 是 Noether 环 . 由 Hilbert 基 定 理 , 多 项 式 环 。1Oo[zn] 
是 Noether 环 . 对 任意 理想 A COo, HE ge A 通过 C” 的 线性 坐标 变换 , 使 g 
关于 zn 正则 . 由 Weierstrass 预备 定理 , 在 差 一 个 ,Oo 中 单位 的 意义 下 , 我 们 可 
进一步 假定 ge.4n n-100olzn] 是 Weierstrass 多 项 式 . HF AN „-ıOolzn]| ER 
n_1Oofzn] 中 的 理想 , 由 归纳 假设 , 可 取 有 限 个 元 系 gi1,:… ,gx 为 其 生成 元 . 只 需 
WEHR g, gi,- Br 可 生成 理想 A ENKE f EA, 利用 Weierstrass 除法 定理 ， 


是 存在 h; € n-ıÖolzn |, 使 得 r=hjgit+-:-+hyg,. W f = hg+higi +: -+hıgr, 


定理 得 证 . O 

X fe „Os GE 不 是 ,Oo 中 的 单位 Weierstrass 预备 定理 可 清晰 地 
描述 其 零点 ， 对 fi,:… ,fl € n00; 我 们 想 讨 论 它 们 的 公共 零点 集 , ERAS 
gl Be E nO He, 1 <i <t EH f, fi 生成 的 理想 (fj,… ,fi) 中 ， 


Af; € (gi, g), LSJ SL 则 gl1,..* ,Bt 5 fj,.… ,fi 在 CC” 原点 附近 有 相同 
WA Se, NAHEN, 我 们 将 问题 转化 为 讨论 理想 IC 20), 的 公共 零点 集 . 我 
们 形式 上 用 loc I = {zl f(z) = 0, Yf € D 表示 理想 了 的 零点 集 , 也 就 是 说 是 I 
中 所有 元 素 的 公共 零点 集 ， 但 如 果 想 真正 理解 loc I, 必然 要 用 到 „Oo 是 Noether 
环 这 个 性 质 , 故 I 是 有 限 生成 理想 , TE loc I Æ 0O 中 有 限 个 元 的 公共 零点 . 

即使 如 此 , 考虑 到 I 中 元 的 全 纯 图 数 表 示 , 它们 的 定义 域 均 为 C" 中 原点 
的 邻 域 , 因此 其 公共 定义 域 可 能 只 是 原点 本 号 , 如 此 说 来 , 7 WE eee RE C 
的 原点 了 , 也 就 没有 讨论 价值 . 事实 上 , loc I ENO AR AT PRE OLY, 严格 来 说 ， 
loc 只 是 解析 簇 的 芽 , 也 就 是 说 , loc I 是 解析 族 的 等 价 类 , 我 们 需要 定义 一 个 等 
HRA, 使 得 I 的 任意 两 组 生成 元 (当然 均 有 限 ) 对 应 的 两 个 公共 零点 集 , 即 两 
个 解析 簇 是 等 价 的 . 为 此 , 我 们 定义, Æ V, Vo EPR, 如 果 存 在 Cn 中 
原点 的 邻 域 U, 满足 Vi NU = Venu, M v, Vo 等 价 , 也 就 是 说 , 它们 表示 相同 
的 芽 . 于 是 , 严格 来 说 , loc I REM TMT IR. 

我 们 下 面 给 出 解析 族 的 芽 的 精确 定义 . 


定义 6.10 AX, YC 中 两 个 集合 , 如 果 存 在 Cn 原点 的 开 邻 域 U, 满 
RUNX=UNY, WRX SY EC? 原点 等 价 , BR, 这 是 一 个 等 价 关 系 , 今 
BAX 表示 X OER, RX RK AC 原点 处 的 芽 . 
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定义 6.11 令 fe ;Oo, X 是 集合 OF, MLEAX LAR #64 Cn 
原点 的 开 邻 域 U, 满足 locf 的 某 个 代表 元 包含 XAU, HIZA locfd XNU. 


对 每 个 Cn 原点 处 集合 的 芽 , 可 定义 理想 这 X = {f © ,Oolf(X) = 0}, 不 难 
验证 id X 是 ,Oo 的 理想 . 


定义 6.12 令 民 是 Noether 环 ,Q@ Æ R WARR, 称 Q 是 准 秦 理想 , wR 
a, bE R, abeQ, 则 aEQ 或 EQ, kezt 必 有 一 个 成 立 . 


WEAR: S 是 使 引 理 不 成 立 的 真理 想 集 ， 如 有 果 E = ø, 则 引 理 成 立 . 假定 
天 2, 由 于 RR 是 Noether 环 , 则 万 关于 包含 关系 有 极 大 元 . S F Æ EWR 
KIL. 由 于 FIEERN, BFE abe Fi af rR b Rad F, iX Rad F Æ F 
的 根 理想 , 即 Rad F = {c € Rice F ke Zt}. & Fn := (F : b”) = de € Pdi" < 


由 于 abe F, iv 
eb = efı + abz, € F, 
Fi — Fi i, 
eb=bfotb m, bt re =eb—bfo EF, 
从 而 


1 € FN41 = FN, 
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e = fot+b t3 € F, 


(F +aR)N (F +b“ R) =F. 


BAR (F +aR) 与 (F+6NR) 均 为 尺 的 真理 想 且 真 包含 F, 故 下 可 约 , 也 就 是 说 
F=INJ I, J Æ R 的 真理 想 且 真 包含 fF. AF FRE WRK, MIS I 
HEERMA 
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定理 6.14 (Hilbert 零点 定理 ) 412.0) 的 理想 , 则 
VI = id loc I, 


这 里 VI 是 了 的 根 理想 , PP VI = {f € nOol3k € Z+, f* € J}. 


WEAR: 我 们 先 假定 当 I RSA NE 
由 于 „Oo 是 Noether 环 , 我 们 有 准 系 分 解 


T= Q1NM-:…:N Wk, 


每 个 Qi 是 准 系 理想 . 
我 们 按 下 面 的 步 缀 证 明定 理 


(1) loc J = loc Qı U::-Uloc Qk: AA I Cc Q;, BM loc I D loc Q; loc I D 


Æ x ¢ loc Q; 1 <i <k, WHE fi € Qi, fi(z) 40, M f = fi---fe € 
I, f(z) #0, M x ¢ loc I, FÆ loc I C loc Qi N---Nloc Qk- 

(2) loc Q; = loc Pi, 1 < 1 <S k, 这 里 P= VO: 由 根 理想 的 定义 , 已 2 Qi, 
故 loc Q; D loc P;. 对 x € loc Q;, Vf € P, 存在 ke Zt, ME f: eQ, 于 是 
f*(x) =0, Mm f(x) =0 , BM x € loc P;, BẸ loc P; D loc Q;. 
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id Vın-- Nid Ve B—FM,VvfeidVın---Nid Ve, Vz € V, 存在 Vi, 使 
得 ze Vi,l < i < k， XIX f € id Vi, & f(z) = 0, 从 而 f € id V, & 
id V Did ViN.. “nid Vi 

(4) & = Qi1n…n ex, 则 


id loc I = id loc Wı N--- Nid loc Qk, 


由 (2), 及 系 理 想 情 形 的 假充 


id loc I = id loc PLN -Aid loc Pk =PiN---NPR=vVQıN:--- NY: 


最 后 , 由 (4) RI=Q1N- -NQ MidlocI=YQın- NVQ =VI. O 

现在 只 需 证 明 关 于 素 理 想 的 Hilbert FREM. 简单 起 见 , 用 Rn 表示 Oo. 
在 证 明定 理 之 前 , 我 们 先 来 分 析 素 理想 PCR, 的 零点 集 的 性 质 . WR PA R A 
(0), 至 少 存在 一 个 非 零 元 fn E PARn, 不 失 一 般 性 , 假定 fn XI zn EW, Af, Æ 
Weierstrass 多 项 式 .， 因 为 一 般 情 形 ， 存在 Rn 中 单位 U, 使 得 u fn 是 Weierstrass 
多 项 式 .. 

我 们 仍然 用 Ra-ı 表示 n-100, BY Or 原点 处 全 纯 图 数 芽 环 , Cr! 的 坐标 
为 (21,°** ,Zn_1). 

类 似 n 维 情 形 , 如 果 Rn -ıNnP# (0), 必 存 在 非 零 元 fn-ı € Rn- OP, 满足 
fn—1 对 z_1 IEW, 且 是 关于 zn-1 的 Weierstrass 多 项 式 , 继续 下 去 , 可 找到 非 零 
元 fn-2 E€ Rn-aNP, fn—3 € Rn-3 OP,: ++, fesi € Regi O P, 直到) Rg NP = (0). 
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Weierstrass 除法 定理 , I 


Rn/P = Rk|Zk41,* ‚Zn. 
由 于 P 是 素 理想 , R,/P 是 整 环 , 令 My 是 Ry WAR, 则 Rk[Zk41,… ,zn] 的 商 


由 (6.5)， 它 作为 Mi 上 的 向 量 空间 是 有 限 维 的 , MER Mi 的 有 限 扩 张 . 由 
于 每 个 特征 零 的 域 的 代数 扩张 一 定 是 可 分 扩张 , 由 本 原 元 素 定 理 ， 每 个 有 限 可 
分 扩张 都 有 本 原 元 素 ， 故 存 在 E © Mx (zk+41,… ,zn), 满足 Mi (Zk41,:… ,Zn) = 
Mx(&), RZ, 称 满足 上 述 条 件 的 为 Mk(Zk+1, ,zn) 的 本 原 元 素 . 本 原 元 系 
定理 的 证 明 是 基于 Kronecker 的 待定 元 法 ,仔细 分 析 其 证 明 不 难 发 现 , 本 原 元 


RES > cvzu; Cy E Mk 的 选取 有 很 大 的 任意 性 ， 换 句 话 说 ， 只 有 很 少 的 


v=k+1 


(Ck41, ,Cn) € (MF, 使 其 对 应 元 不 是 本 原 的 .更 进一步 , 可 选取 新 坐标 


HZ; k+1 <v sn E R 上 是 整 的 , 存在 首 一 极 小 多 项 式 p(X) € 
R(X); k+1isvsa, 满足 Yy(Zy) = 0; k+i1svsa, JM E EER Dy 为 Zo 的 定义 
多 项 式 . Sd: :二 deg 9k41 € ZT, FH Zv € Mk(Zk+1); k+2 KU KN, A 


126 - 第 六 章 解 M 


由 Gauss 的 本 原 多 项 式 定 理 , 故 peg (X) 也 是 Z 在 Re[X] 中 的 极 小 多 
HA (注意 前 面 只 是 说 它 是 在 商 域 RAX) 上 的 极 小 多 项 式 ). 由 于 Mk) 可 
分 , E Ar 是 入 阶 本 原 的 , 故 它 在 M 的 代数 财 域 中 共有 入 SESE 


0] (Zk+1), me ‚OorlZk+1); 
这 里 o1,… ,cx 是 Mk(zk+i) 到 其 代数 闭 包 的 , 在 Mi 上 的 ( 即 固定 Me) 和 个 不 
RN 事实 上 ， FC ken 一 Fie oe 一 1, - A, 则 Zea mee, a”, 正好 是 


zy = Q0 + az, 十 .… 十 PIE (242): 
nn (6.7) 
2) = 一 Qo 十 a zy 十 .… 十 ax- (Z$) 71. 
我 们 需要 从 上 述 线性 方程 组 解 出 Qo, G1, ‚Q\-1; Al 
_(1 _(1) 1; 1) /—(1) ~v; _(1 _ 
Eur (Zn) oz (zi 1) H u)" 
_(2 _(2) \;_ 2) ,(2) ~; —(2) \y— 
en jana 
det | . | | | | 
(A L(A) vi A) (A) 1; (A) \ A _ 
Zeer e ERDI a) EQ apo 
ti = —(1) —(1) \i—1 (U) i (U) \i+l =) ya-1\ 7’ (6.8) 
“k+1 (Zk+1) (Zh 41) (Zk41) (Zk+1) 
—(2 —(2) \i— —(2 —2) \; —(2 — 
Zn (Zur) (Zi) (Zn) ti (EA ! 
det | . | | | | 
—(A —(A) \j— —A) 、; —(A) 、; 一 (人 入 — 
200 (Ei) (Zi) (Ey) + (ZLD ! 
i 二 0,.… ,入 一 1. 


(6.8) 中 的 分 母 是 p41 (X) 的 判别 式 , ICA D. (6.8) 分 于 中 的 行列 式 里 每 个 元 
素 均 在 Re 上 是 整 的 ,“ 整 ”这 个 性 质 关 于 加 法 与 乘法 封闭 , 从 而 Da; 在 Re 上 是 
HA. 由 于 Rk 是 唯一 因子 分 解 整 环 , Ri BA, 从 而 


Da; E Re; 0O<i<A—1. 


FH (6.6), 
DZ, = Dag + Daızk+1 treet Das 12,11: (6.9) 


于 是 p(X) := Dao + DaıX +--+ Dax-ı X^! € Rı [X], 由 (6.9), 


— Wy(Ze41) E P; v=k+2,---,n 
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loc P\{D = 0} C loc(pr+ı, DZk+2 — Wk+2(2k+1), +" , Den — Yn(2k+1))\{D = 0}. 


为 证 明 反 方 回 的 包含 关系 , 我 们 要 先 对 一 些 事 实 加 以 解释 . 首先 pki (kr) 
是 系数 在 Ri 中 的 关于 2441 的 Weierstrass 多 项 式 : 这 是 因为 , 由 Weierstrass fil 
ar FE FE, Pk+1(Zk+1) = UP, 41 (Zk+1); Prrı(?k+1) 是 Weierstrass SM, u € Ress 
是 单位 . 由 于 Pr+1(Zk+1) = 0, Hu 是 单位 ， 故 Pr41(Zk+1) = 0. 现在 Pk+1 (2) (里 
然 Pr+1(2k+1) 只 是 系数 在 Rr 中 的 关于 Zk+1 的 多 项 式 ， 右 将 其 看 成 Rn 中 的 元 ， 
常 将 其 记 为 ps41(z)) 是 Zen 的 首 一 极 小 多 项 式 , H deg ger = deg g., 更 有 
ph, 的 首 项 系数 也 是 1, 因此 peri(z) = phy1(2). 类 似 讨论 可 知 , 所 有 pu(z) € 
Rx[z], v=k+2,---,n 也 是 Weierstrass 多 项 式 . HT fy € P AY z, 正则, 故 
fo(Zy) =0, 而 ov(z) EZ 的 极 小 多 项 式 , 因此 polo) folz) vu =k +2,--- 0. 

任 取 gy, € Roill; v > 上 +1, 设 deg g = œ E Zt, HF DE Ry, ¥% 


f = fn@n + fr-1Qn-1 ++ Irr2@k+2 + Seti Qeyi +r, 


满足 re Relzkıı,“ ,zn]. 由 前 面 的 讨论 , 我 们 可 先 考虑 含 未 定 元 z, 的 项 fr, 类 
似 gn, 通过 乘 以 适当 的 Dr, 可 将 其 分 解 为 含 Dz 一 wr 的 项 及 余 项 , 代入 Der f 
的 分 解 式 , 再 对 分 解 式 中 不 含 Dzn 一 yr 的 项 做 尖 似 讨论 ， 只 不 过 这 时 未 定 元 吏 
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成 了 zn-1, fn EHRT foi. 重复 下 去 , BP fori, 这 时 , 利用 prrı(z)|frrı(z), 
就 得 到 


D* f = > Ay(Dzy — Hy) + Bok+1ı +t + Dr, (6.10) 


现在 只 需 分 析 (6.10) 中 的 余 项 r T: ,到 8 ce Z+ 充分 大 , 使 得 


DPr 一 S|[Zk+1) Dzk+2, e Dzn! 


这 里 A, E Rk|Zk+1, an ‚Zn|; k+2 SUS n, S| Zk+1, k+2, s... ‚Un € Rx|2k+1ıl (Ta) 
WR s). 对 s 使 用 Weierstrass BRIA ZE FE, 得 


5 = Pr+ıN 十 t, 


a tE Ry [Zk+1] H deg t< deg (Pk+1 = À. FEAT KY 0 € A 例如 
= Q+, AIEEE 


D? f = rf mod(Pk+1, Dzk+2 Wk+2; an ‚Dzn Wn), 


这 里 rp € Ry[ze41] H deg rf < deg pr+ı = À. 

A TER, 我 们 就 可 以 证 明 反 方 回 包含 关系 了 了: 如果 f EP, Wry CP, 考虑 
到 oky 是 Zea 的 首 一 极 小 多 项 式 , 但 degrr < deg yky = A, MYA rf 三 0 
从 而 只 要 fe 也, DRE 6 e Z+, 满足 


D’ f = (Pr+1, D2k+2 u Wk+25° u ‚Dzn — Wn). 


对 任意 的 f € P, TE loc(pr+ı, DZk42 一 Vk42，,… » Den — Yn)\{D = 0} BETE 
分 小 的 代表 元 中 (事实 上 只 需 包含 在 f 的 定义 域 ) 任 取 一 点 zx, 由 前 面 的 分 析 , & 
在 6€ Zt, 使 得 D5f(x) = 0, HF D(x) £0, KM f(x) = 0. AF PARER, 知 
loc P\{D = 0} 的 某 个 代表 元 包含 z. 至 此 , 引 理 的 证 明 就 完成 了 . I 


定理 6.16 (KF RIE Hilbert FREE) wA P E O AARAA, 
则 


P = id loc P. 
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WEAR: P C id loc P 是 平凡 的 . RZ, 对 任意 f € id loc P, flocep = 0, 由 前 
面 引 理 的 证 明 , 存在 充分 大 的 de Zt, 满足 


loc(K 二 1 Dzk+42 一 WK 二 2 ,Dzn 一 Wn)\{D 一 0} = loc P\{D — 0} 


的 某 个 充分 小 的 代表 元 上 为 零 . 在 loc (D) (将 (D) 看 成 Ry 的 主 理想 ) 的 充分 小 
的 代表 元 的 补 集中 任 取 充 分 徘 近 原 点 的 点 (zu, Ze), 使 得 


loc( pk+1, Dzk+2 u Wk+2, aa , Dzn u Wn) 


的 某 个 代表 元 中 , 满足 坐标 前 上 个 分 量 恰 是 (z1,… ,zx) LURE A. 而 满足 
rf = 0, 且 前 大 个 分 量 恰好 是 前 面 取 的 (z1,… ,zx) 的 点 的 个 数 至 多 是 和 一 1, 除非 
rf =0. 由 前 面 的 分 析 ， rf =Q. Mm Defe (or+ı, D2p42—Vk42,°°° , Dzn-Un) € 
P, HF De € R; 18 RRNP=0,%# D? ¢ P, WW fe P, FH id loc P c P, 
理 得 证 . u 


下 面 我 们 来 讨论 Weierstrass 除法 定理 的 推广 , 这 可 用 来 寻 出 解析 图 数 的 一 
些 非 局 部 的 性 质 . 例如 , 考虑 C"” EMAAR O (有 时 , 为 避免 混 消 , Bid 
N nO). 对 C” 中 任意 子 集 K, 记 Ok (或 .Ok) N OEK EWERS (K 
上 的 拓扑 是 关于 C 的 相对 拓扑 ) 形成 的 含 么 交换 环 . 如 果 KK 是 闭 集 , 由 C 的 
仿 紧 性 不 难得 出 , Ox 中 的 元 均 为 K 的 某 个 邻 域 上 全 纯 图 数 在 K EBS (K 的 
邻 域 上 的 两 个 全 纯 也 数 等 价 , 当 且 仅 当 它们 在 K 的 某 个 充分 小 的 邻 域 上 是 相等 
的 , 等 价 类 即 为 K 上 的 芽 ). 前 面 我 们 主要 讨论 了 K 为 单 点 时 Ok 的 性 质 . 


75 IS 


p 次 
— N 
On 8::-B Ok. 


显然 , TE Ok- 模 . 又 因 其 只 有 生成 元 而 无 关系 式 , 往往 称 其 为 秩 p 目 由 模 , fa 
记 为 pOk( 或 p nOx). 考虑 自由 模 p Oo WFR M. 对 任意 含 原 点 的 闭 集 K, 


A 


Mg = {F E€ p nOK|Fo = My}. 


这 是 一 个 ,Ok- 模 . 事实 上 , Mk 可 以 这 样 来 刻画 : 它 是 满足 在 原点 的 限制 为 M 
中 元 的 自由 ,Ok- 模 p ,Ok 的 最 大 子 模 . 我 们 将 会 证 明 , 对 适当 的 K, M (作为 
nOo- 模 ) 的 生成 元 亦 可 生成 Me (EA ,Ok- 模 ). 精确 地 说 ， hae F yA xe He: 
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定理 6.17 FU Æ O RAW ABH, A Gie, Ga E pOy Æ U 上 的 
SB (事实 上 , Rp HEHE, EIER HE RAR p É 
由 "Oo- 模 p "Oo WTR MM， 则 存在 以 原点 为 中 心 的 坐标 邻 域 中 的 闭 多 圆柱 
A(0;r) CU,r>0, 及 常数 K > 0, 使 得 每 个 下 E MA(0.) 均 可 表示 为 


给 定 有 限 个 满足 上 述 条 件 的 模 及 生成 元 ， 均 存在 多 圆柱 A(0;r), 使 得 上 述 结 上 论 对 
所 有 模 关 于 此 多 圆柱 成 立 . 


证 阴 : 我 们 将 对 复 维 数 ”归纳 证 明 . n = 0 时 结论 平凡 ; 故 假定 结论 对 n 一 1 
个 变量 是 成 立 的 , 要 证 明 此 时 结论 对 ”个 变量 也 是 成 立 的 . 为 简化 讨论 , 我 们 先 
证 明 n 个 变量 中 的 特殊 情形 . 

(1) 首先 假定 p = 1; 于 是 Gj;(z) 就 成 了 普通 的 全 纯 图 数 , AM C ,O 就 是 由 
1 HE RAU JE re 选取 以 原点 为 中 心 的 坐标 系 , 使 得 Gi 关于 zn 


这 里 ul Æ nOo 中 的 单位 ， Pi € n-ıÖo [Zn] f= k BT Weierstrass 多 项 式 . 注意 到 可 
选取 坐标 系 使 得 任意 有 限 个 芽 同 时 关于 zn 正则 . 由 局 部 Weierstrass 除法 定理 ， 
ES oF Fe M 均 可 唯一 地 表示 为 


F=F'p, +p’, 


这 里 p* € nOon] NM BBS k-1 阶 的 多 项 式 ; 所 有 p HEA, 有 自然 的 

n_1O0- 模 结构 , 记 为 M* = nOon] OM, 在 只 考虑 多 项 式 的 系数 , 可 将 其 想 

AMT M* C k n-109. & ph, pt E M* 为 这 个 %_1O0- 模 的 于 模 的 生成 
元 , 由 于 M* CM, FEF aij En Oo, 使 得 


q 
一 ) | aij G; 
j=l 


取 原 点 的 充分 小 的 开 邻 域 V c U, 满足 所有 牙 u, pi, pt, aj 均 有 代表 元 在 
V 中 全 纯 , HAE RRL m, uiz) 2m>0 对 任意 ze V 者 成 立 ; 适当 地 收缩 
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V, 可 对 任意 有 限 个 模 找 到 同一 个 满足 上 述 条 件 的 V. 由 归纳 假设 , 存在 开 多 圆 
RE A(0;r) C A(0;7) CV (可 能 要 经 过 Cr-! . (21,°°° ‚Zn-1) 的 坐标 变换 )， 及 
a K* > 0, 使 得 定理 的 结论 可 应 用 于 由 pi,… ,p* 生成 的 M*; 同样 由 归纳 
假设 , 对 有 限 个 这 样 的 模 , 我 们 能 找到 同一 个 满足 上 述 条 件 的 多 圆柱 . 回忆 前 面 
Weierstrass 除法 定理 的 证 明 ， 本 质 上 是 求解 于 Cauchy 型 的 积分 表示 ， 也 就 是 说 
Weierstrass 除法 定理 可 在 原点 的 某 邻 域 成 立 ， 日 满足 一 定 的 极 大 模 估 计 (下 文 将 
给 出 ), 我 们 称 其 为 整体 Weierstrass 除法 定理 . 我 们 不 妨 进 一 步 假定 AO; r) 满 
FE: pi(z) 或 任意 有 限 个 这 样 的 函数 , 同时 在 A(0;r) 上 满足 整体 Weierstrass 除法 
定理 的 条 件 . FÆ, 对 任意 的 FF ec MA(o0.r); 整体 Weierstrass 除法 定理 告诉 我 们 


1 < K ||F||A(o.r) 


hy lla) < AVE Ia.) 


成 立 . 这 就 是 我 们 需要 的 结论 ， 
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(2) 现在 只 需 证 明定 理 在 n 维 的 一 般 情形 成 立 ， 我 们 对 指标 p 归纳 . 精确 
地 说 , 我 们 假定 定理 对 秩 < p 的 各 种 自由 ,Oo- 模 的 任意 有 限 个 子 模 成 立 , 证 明 
定理 对 秩 < p 的 各 种 自由 ,Oo0- 模 的 任意 有 限 个 子 模 成 立 . p = 1 的 情形 已 经 在 
(1) 中 得 到 证 明 . FÆ, 假定 p > 1. WM Cp nOo 是 某 个 我 们 证 明 中 要 考虑 
到 的 模 . 定理 条 件 要 求 M ERER, 故 不 妨 假 定 G1,… ,Gu ep nOo 生成 M. 
~ G1,… ,GE (p 一 1) nOo 分 别 是 由 G1,… ,Go 的 前 p 一 1 个 分 量 构成 的 回 

它们 可 生成 子 模 M’ C (p 一 1) nOo. 更 进一步 , 令 M”C rO 是 由 所 有 满 
2 (0,-::,0,8")eM Mg" € „Oo 组 成 的 集合 , 事实 上 , M" 是 Oo 的 理想 
由 于 ,Oo 是 Noether AY, 故 M" 有 限 生成 , 假定 g, g! 是 其 生成 元 ， 由 于 
(0,--- ,0,g/) €E M, FEF aij € nOo, 满足 


选取 原点 充分 小 的 开 邻 域 VC U, 使 得 g! 及 ai; 都 有 代表 元 在 V 上 全 纯 , 事实 
E, 我 们 可 以 进一步 假定 V 充分 小 , 以 至 于 可 以 同时 满足 所 有 我 们 证 明 中 要 考 
虑 到 的 有 限 个 模 . 由 归纳 假设 , 存在 开 多 圆柱 A(0;r) C A(O;r) CV, 使 得 定理 的 
结论 对 M, M!" 及 所 有 有 限 个 秩 < p 的 目 由 模 的 子 模 在 此 多 圆柱 上 同时 成 立 . 
现在 , ER F € Maxon. 由 下 的 前 p 一 1 个 分 量 构 成 的 FE (p 一 1) n Ozon L 
在 Mhon 中, 因此 , 由 归纳 假设 ， 


< q 
F” =F- X hiG; = (0,.… ,0,f”) € Maxon); 
j=l 
于 是 F” € Mhor 再 次 利用 归纳 假设 ， 
F” — > h’g’, 


当然 , 对 任意 给 定 的 有 限 个 模 , 也 有 类 似 的 结论 , 于 是 定理 得 证 . 口 


定理 6.18 EEFTRMEPH 是 闭 的 , 这 里 闭 是 下 面 意 义 下 的 闭 : 任 取 原 
点 的 开 领 域 U, $ F epOy, LF TE U DERRE, 被 满足 在 原点 的 芽 属 
于 MMAR Sa RKE, WPF ARAN FEM. 


证 明 : $ G1,…… ,Go E pOv 是 原点 的 开 邻 域 VC UV 上 的 全 纯 图 数 , 使 得 


ER M (这 是 由 于 Noether 环 的 有 限 直 和 可 看 成 是 Noether 环 目 身上 的 模 , 其 
子 模 有 限 生成 的 ); 选取 开 多 圆柱 A(0;r) C A(0;r) CV, 使 得 定理 6.17 成 立 . 由 
假设 , 存在 一 列 函数 的 芽 Fw < Maon WEN n 一 co 时 | 下 一 Fnllaon 一 0 


pz 和 om < AUIFallao;r)- 
于 是 函数 jn (z) EZE (0;7) 上 一 致 有 界 , HH Cauchy 积分 公式 , 所 有 其 偏 
导数 在 A (6 3r) 上 一 致 有 界 . 从 而 hm 是 正规 族 , 故 存在 其 子 列 (不 妨 设 为 其 


本 身 ) 在 A Q zr) 上 一 致 收敛 到 函数 hj(z), 自然 有 hy(z) € Ono, 从 而 , 当 


本 章 我 们 移 介 绍 凝 聚 层 的 概念 并 讨论 凝聚 层 的 各 种 基本 性 质 , 然后 证 明 Oka 
EH, Bl 4-2 eR aN ze Oka ME. 
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S R 是 拓扑 空间 X EWA ARMY, 一 般 我 们 假定 1 ET(X,R), 这 里 
I(x) = lr E Rz. 


本 节 , 我 们 始终 要 求 环 层 R 满足 1 eT(X,R) 的 含 么 交换 环 层 . 


定义 7.1 令 厂 是 拓扑 空间 X 上 的 R-RE, 若 对 任意 ZEX, BEU EU, 
及 有 限 多 个 截 影 fr, CT(U,F), 满足 Fu 可 由 fie, fe ER, BP Vy € 
U, Fy 是 由 及 (y),… ,fr(y) 生成 的 RR,- 模 , 记 为 Fy = Ry (fi1(y),… ,f(y)), 则 
称 F RARER R-RE, 或 更 精确 地 说 , 是 局 部 有 限 生 成 尺 - 模 层 . 


HF1ET(X,R), 若 令 


E; = (0,--- ,0,1,0,--- ,0); lL<ick, 
U 


Nj E; ET(X, kR), 这 里 
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对 VU c Ux, Ei E T(U,kR), 事实 上 , 这 里 的 FE; 表示 其 在 U 上 的 限制 , 一 般 在 
不 会 引起 混 消 的 情 况 下 , 我 们 省 去 限制 符号 . 如 来 

kR > Fly — 0 (7.1) 


是 RR- 模 层 的 正 合 列 , 即 和 是 满 射 , 则 Flu 可 由 fi = A(Ei); 1 < isk ÆR: 
Va € Fy; x CU, 存在 (ri1,:… ,rk) EkRz 满足 和 (ri1,:… ,rk) =a, MMB, 


由 于 (r1, ,rk) = >》 nEi(e), 


MM,EVeeX,## U eu, 使 得 (7.1 ER, 则 必 有 FARER. 

男 一 方面 , 如 果 层 下 是 有 限 生成 的 , 则 对 任意 的 z e X, 都 存在 开 集 U cU 
及 形 如 (7.1) 的 有 R- 模 层 正 合 列 : 

由 于 FARER, WEE U €Ur, Fly 可 由 fi, fk ETU, F) 生成 ,于 
是 可 定义 及 - 模 层 的 满 同 态 入 : kR|u — Flu, A A AB) = fi 1 <i ck 


E, 换 句 话说 , V(r: rk) E KR，A(FI ,PK) = Drifil®) V2 e U. XE, 
RAE- MNAE, ia F. na JE EN ee oe FH gl ‚gr € I(U,G) 生成 , 且 


和 \ 的 连续 He Hh R- 异 及 入 的 定义 导出 
综 上 所 述 , (7.1) 在 每 个 局 部 开 邻 域 正 合 等 价 于 模 层 有 限 生成 


定义 7.2 令 三 是 拓扑 空间 X EH R-E, VU € Ux, fir, fe ETU, F); 
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定义 7.3 称 拓扑 空间 X 上 的 R-RE F AR BBE; HF 有 限 生 成 且 
VT € X, 存在 UE Ux 与 任 给 的 fi, fk ET(U, F), KARE Re(f1,… , fr) 在 


Supp F = {x E€ X|F, £ 0}. 


命题 7.5 令 丰 是 拓扑 空间 X 上 的 层 , 且 FARER, I) Sup fF XH 
AT. 


证 明 : & W = X\Supp F, 只 需 证 W EAE. #W = Ø, 则 Supp F = X; 
H W Z Ææ, Wil Vc e W, 都 有 Us c W 满足 Flu, 可 由 有 限 个 51,--- ‚5, Si € 
[(W.,F); 1 Si S k ÆW, H sıla) = :… = s(x) = 0, FÆ Im s1 NN 
Im są N Im 0 是 F 的 非 空 开 集 : 这 里 Im s; Æ si 的 像 HERNE, HO, € 
Im sın---NIm s.NIm 0, 于 是 Im sın---NIm s.NIm 0 FEF. 它 是 开 集 是 因为 
T 是 局 部 同 胚 , 所 以 是 开 映 射 , 从 而 V = {y € Uz|si(y) =: = skly) = 0} Æ X 
的 开 集 , 因此 W 是 X 的 开 集 . m 


定义 7.6 AR ÆHE, 若 对 任意 W ceUx, 任意 R RP 38 


A:pRlw — qRlw; p, q€Z* 


EA, WAR R 有 是 Oka ME. 
定义 7.6 告诉 我 们 如 果 R 是 Oka HE, HR 看 成 是 R-E, 由 于 对 任意 


A:pRlu — Rly; U €ux, 


Ker \ ÆR AE), o, AE) 的 关系 层 , 利用 gq = 1 时 的 (7.2), 知 此 关系 层 在 
U ARER. 而 在 (7.2) 中 邻 g = 0,p = 1, M RARER. FG R Æ Oka 
AZ, 则 RER RR- 模 层 一 定 是 R ERE. RZ, BE R Æ R BRE, 则 必 有 
R 是 Oka WE. 我 们 通过 对 q € Zt 归纳 证 明 这 一 事实 . | 
对 任意 的 
A: PRlw — qR\w, (7.3) 
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我 们 要 构造 下 表 
tR © sR > PR —> qR (7.4) 


这 里 p, p 分 别 是 直 和 RR = R @ l4- RAS HESAFTH q-1^ 
分 量 的 投影 对 Yr e W, 考虑 pod: pRlr — Riu, 由 于 R EHRE, 存在 
Ur E Ur K AL: sRv, — pRiv, 使 得 


在 sR 处 正 合 于 UL. 
现在 我 们 来 证 明 在 U! 上 有 Im(Aı © A2) = Ker A: 这 是 因为 


Ker A=A (0)=A (pi + (0) N pz (0))=A pr (0)NA pz (0) 
一 A (SR) { A (A2(tR)) = AıAo (ER). 


TE 


IR ~ OR A, qR 


正 合 于 Ut. 
因此 R VEN RR- 模 层 凝 罕 等 价 于 R 是 Oka WE. 
显然 , E R E Ok WE, 则 所 有 的 pR; pe Zt ARE R BRE. 


命题 7.7 邻 凡 是 Oa 环 层 ,三 是 及 凝聚 层 , 且 S 是 大 的 有 限 生成 子 层 ， 
则 S 也 是 R RRE. 


证 明 : 由 于 S 已 经 是 有 限 生 成 的 了 , 所 以 内需 证 天 系 层 有 限 生 成 . VU € Ux, 
Vs1,°::, 8, ET(U, S), 将 s1,:… ,sx 看 成 FEU LNB, A Re(s1, ,sk) 在 
U 上 有 限 生成 . 口 


命题 7.8 AR Æ Oka 环 层 , 丰 9 是 及 凝聚 层 ,入 :三 一 9 是 及- 模 层 同 
AS, I] Ker 入 和 Im 入 均 为 R RRA. 
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WEAR: 由 于 F, 9 ER BRE, 由 命题 7.7, RWE Ker A, Im 入 有 限 生成 . 
由 于 Im 入 = 和 A(F) HE FARER, 故 Im 入 有限 生成 . 

现在 只 需 证 Ker 入 有 限 生 成 : 由 于 OF BER, Vre X, FE U cu, 及 RE 
BWAS u: pRlu 一 > Flu, 于 是 有 


由 于 9 凝聚 , 故 Ker(Ao pu) = p110) EU 上 有 限 生成 . 从 而 u(Ker(Aou)) = 
和 A-1(0) = Ker 入 在 U 上 有 限 生 成 , 命题 证 毕 . 口 


命题 7.9 令 及 是 OKka 环 层 , 太 是 及 凝聚 层 , 5S1 与 52 均 为 下 的 有 限 生 
成 子 层 ， A S11 So 5 S1 + So 均 为 及 凝聚 层 . 


WE AA: HT S1, & 有 限 生成 . 故 S;+ Se 有 限 生成 ， 由 命题 T.T, 8 + So 是 R 
凝聚 层 ， 

由 于 Si NS: 仍 是 F 的 子 层 , 由 命题 7.7, 只 需 证 明 Sn 5S。 有 限 生成 . 对 
vr € X, FE U c Ux 使 得 以 下 两 个 序列 正 合 


sR\y — Sily — 0, (7.5) 


tR\y — Sely — 0. (7.6) 


S H = Ker(o + 7), & (f,g) € H, W o(f) + 7(g) = 0, ED o(f) (3È r(g)) € 
S1 N So. F 一 方面 ， 如 果 b € Si N So, 则 由 (7.5) ke (7.6) HES, 存在 fe sR 
及 g € tR 使 得 b= o(g) =7(f), 从 而 (f,-g) EN. AW F BER, 


H = Ker(o +7), o+r:(s+t)R—F, 
所 以 H ARER. 考虑 有 R- 模 同 态 
0: 一 :0fg) 王 af) 


由 前 面 的 讨论 Im 6 = S1 N So, MS, NS. 有 限 生 成 . 由 命题 7.7, AS, So 也 是 
R RR. 口 
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C1 <i<p 从 而 在 UU 上 有 ov 二 和 E 
推论 7.11 若 用 有 限 生 成 R-RE HRÈ pR, 前 面 的 引 理 依然 成 立 . 


证 明 : Vz € X, AFH 有 限 生成 , ME U €Ur K RIRS a : IR|v — 
Hiv, 下 面 我 们 来 构造 下 表 


0 F 
入 
1 A Nu 
H ...— 0 
a T Z B 
IR 


EN uov = AÀ. L 
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0 — Fg >H — 0 (7.7) 


是 X 上 的 及 - 模 层 范畴 中 的 正 合 列 , 则 (77) 中 出 现 的 模 层 , 若 其 中 任意 两 个 及 
凝聚 , 所 有 的 都 及 ER. 


ER: (1) BRE F, GER BRE, AT u EWH, BOW ARER, RE 
AHH 的 关联 层 有 限 生 成 , DE a: pRiw 一 > Hw 是 R-S, 则 Kera 在 
W 上 有 限 生成 . 我 们 要 构造 下 表 


0 — F ^, g H — 0 (7.8) 
T 6 Ta 
gRly > pRiy 


由 于 F BER, vn EW, MTE U EUe VC W Ae REMIS 0 Mhu 一 


(2) 假定 9， HE R BERE, F E G 的 子 层 由 命题 7.8, Ker y 是 R BER 
jz, 且 由 于 


A: F — AF) = Ker u (7.9) 


是 层 同 构 , 知 下 是 R BRE. 
(3) 假定 F, H 是 R BERGE, Vr € X, 存在 Ue Us RU EW R- 模 层 满 同 
a a AB ( 见 下 表 ), 我 们 需要 构造 下 表 


0 0 
| | 
0—F À, G = H — 0 
a T oT Nn BT (7.10) 
PR\u IRlu:-"—> qRlu 
IN /1 
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HT u(G)Iv = Hlv = PaRlv) BE 7.10, 存在 有 R- 模 层 同 态 n : gqR|v — 


(Aoa®n)(a,b) = (Aoa)(a) + n(b), 


如 果 Im(Aca@n) = 9, W g 有 限 生 成 ， 现 在 我 们 证 明 Im(A 0a u) = 9, 
vg € Gyu; y E U, 存在 be (qR)y, 满足 


B(b) = a(g) 


K 
u(g — n(b)) = u(g) - uln(b)) = B(b) - (b) = 0. 


于 是 g—n(b) € (Ker u), HT a 是 满 射 , 故 存 在 a € (PR) 满足 g -— nlb) = 
(Ac a)(a), 从 而 Im(Aca@ u) = 9, 于 是 9 ARER. 
现在 我 们 证 明 9 的 任 一 关系 层 有 限 生成 . S 8: IR u 一 Glu 是 任意 R-RE 
同 态 . 我 们 需 证 明 Ker 6 EU 上 有 限 生 成 . AT YreW, FE U EU; UCW, 
na (7.10) 中 的 R-RAS a : pRlu — Flu 5B: qR\lu — Hlv 是 满 同 
ASX, 由 于 Im(u © 0) C = Im 3, HGE’ 7.10, 不 然 的 话 ， 适当 缩小 U, 存在 RZ 


这 里 i 是 单 层 同 态 , 故 Im(607) C Ker u= Im à, 由 于 Ker 0 BER, 由 推论 7.11, 有 
R-RE w : Ker 3 — pR WE Aoaow= 601, 于 是 Ker(601i)=1i716-1(0) = 
Ker(Aoaow), HT i 是 单 射 , 故 


Ker 6 = 6 '(0) S Ker(A o a o w) 


= w7! oa! o A710) =w toa (0) = Ker(a o w). 


HFS Ker 3 均 为 R BRE, 由 命题 7.8, Ker(a ow) ER, 从 而 Ker ô Æ R 
BE RE. I 


$7.2 Oka Æ # 


A O 是 Cn 中 区 域 (或 n BRR) D EAA. 我 们 将 证 明 
nO 是 Oka 环 层 , 即 „O 是 ,O BRIE. 
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定理 7.13 (Oka Æ) „O 是 Oka KE. 


证 明 : 由 上 一 章 的 最 后 一 部 分 讨论 可 知 , ,O 是 有 限 生 成 的 , 故 为 证 明 %O 是 
nO RRE, AG 。O 的 任 一 关系 层 有 限 生 成 . 

A 1:PpnO — nO 是 开 集 Uc D 上 的 0- 模 层 同 态 , 只 需 证 明 Ve eU, 存 
在 r 的 邻 域 V 及 ,O- 模 层 同 态 A: q nO|\V — p nOIV, 满足 


q nO|V 一 :pnOlY = „O 
正 合 . 
不 失 一 般 性 , 假定 x 点 对 应 的 局 部 坐标 的 各 个 分 量 均 为 零 
我 们 对 复 维 数 n 归纳 证 明 , 当 n = 0, 问题 是 平凡 的 ; 这 是 因为 00 = C, 
H u: Œ — C 是 线性 映射 ,于 是 Ker u 是 有 限 维 子 空间 , 故 存在 线性 映射 
A: CT — OP, 满足 Cr > O -6 c IER. 由 归纳 假设 , 定理 对 。1O 成 立 , 需 
要 证 明定 理 对 ,O 也 成 立 . 分 析 前 面 给 出 的 O- 模 层 同 态 


h: P nÔ — nO, 


假定 (Ei) =p; 1 < igp, pi Æ r AMV EITHER, 不 失 一 般 性 , 可 假 
定 P1,'''»fp HITE V 上 对 2n 正则 ， 于 是 


Ppi =uh; 1SıSp, 
这 里 h; 是 Weierstrass 多 项 式 , u 是 nOo 中 单位 , 适当 缩小 V, 不 妨 假定 u 在 
上 恒 不 为 零 . 定义 同 态 层 
uU.p nO —> p nO, 


(fi, , fp) > (ur 'fj,--- ‚u,'f). 
显然 , uz V EWE, 考虑 


a = UOU: p nO — nO, 


(7.11) 
(fi, , fp) — (fihi, , fphp), 


M Ker a ~ Ker u. 由 于 Ay, ce , hp CE n-1ı0 [zn |, 今 


m = max deg h;i. 
l<igp 


设 p(%_,Olzn]) 是 系数 在 p10 中 的 关于 en 的 阶 不 超过 d 的 多 项 式 芽 层 , 显然 
它 是 p nO 的 子 层 . 于 是 有 两 个 层 同 构 


i(d) :4_,O[zn] — (d+1) n-10, 


n—] 


042° +- + ao — (aus ‚Qo) 
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及 
ip(d) : p(%_10[zn]) = pld+ 1) n10 
a 在 p(°_Olzn]) 上 的 限制 是 
a:p(°_ Olzn]) —2t? Olzn]. (7.12) 


i (d) | | i(d+ m) (7.13) 


这 里 a=ild+m)oaoi,(d)! En O RER, 由 归纳 假设 , FE r= 0 的 开 
邻 域 V 及 ,_10- 模 层 同 态 A:r 7-10 — p(d+1) n-10, 满足 


rn-10 > pld+1) n-10 = (d+m+1) n10 (7.14) 


是 V 上 的 正 合 列 . 
MES A=i,(d) !oA:rn_10 — p(4_,O[zn]), 其 矩阵 表示 里 的 每 个 元 素 ， 
都 是 关于 zn 的 系数 在 n10 中 的 多 项 式 , 将 其 矩阵 表示 , 即 > x p 矩阵 简 记 为 


A(Eı) 
ME, 


ALY A Ra: p(4_1O[zn]) — (d+m) n-10 [zn] 分 别 目 然 地 延 拓 到 7%O — 


, < a 
的 Weierstrass 多 项 式 . $ h; = Wh”; 1 <i<p, hi By 点 关于 (en - yn) 的 


Weierstrass 除法 定理 , 有 
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ix 
e" = hl f’ = (hf, .hYf,) 
EX d > m, 则 
(—hi, 0,--- ,0,hi,0,--- ,0) € p(4_10) 
第 i 个 


在 a 下 的 像 为 零 , 由 (7.13) 的 正 合 性 , 存在 gi sr w-1O; 1 < i <p, 满足 


A 和 (gi) — (-h;,0, …: ‚0,h1,0,:-- ‚0), 
nn U 
第 i 个 


于 是 
p 
f = (hif? + hoff’ +---+hpf,0,---,0) +r +A( > fgi). 
=1 
S r= hif +- hof” +r}, Æ alf) =0, MUA a(ri,r2,… ,rs) = 0, BE 
hır; + har, ++ hpr, = Q. (7.15) 


HF hero, us ‚hr, © n-10 [2m], mM hiri € n—10|2n], XAJ hırı = hihirı, h; 
是 Weierstrass 多 项 式 ， 对 h’rı € n—1O|Zn|- HT 


hir, €„-ı 0m]; 2si<sp 
H h) Æ y 点 关于 (zn — yn) HY Weierstrass 多 项 式 , AN 


hir, En_i0Olznl; 2si<p. 


因此 
h7 (ri, ra, ,rp) Ep(n_1O[zn]) 
BA 
deg(hiri) = deg(hır;) — deg (hj) 
= deg (hı) + deg(r;) — deg (hj) 
< deg (hi) < mM<d 
K 


deg(h]rı) = deg(hırı) — deg(h;) 
< max deg(h;r;) — deg (hj) 


< max deg (hj) Sm <d. 
2<I<p 
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则 
Ag) = (r1,T2，… ,rp) 十 te 
= f. | 
TE, 
r „O> prO 4,0 (7.16) 
在 y AES. AT y 是 Y 中 的 任意 点 , Al (7.16) EV EES, 定理 证 毕 . 口 


A F E ,ORRE, 由 凝聚 层 的 定义 可 知 , Vz EX, 存在 z 的 开 邻 域 U, 及 
U 上 正 合 列 


这 里 需要 注意 的 是 , 每 增加 一 个 Angi : Prrı © — prO, 可 能 就 要 相应 地 缩小 
c 点 的 邻 域 ,而 由 凝聚 层 的 定义 , 这 个 正 合 列 是 可 以 无 限 长 的 .我们 逐步 增 
加 正 合 列 的 长 度 , 目 然 的 问题 是 , 是 否 经 过 充分 多 的 步 又 后 , 正 合 列 只 是 平凡 加 
长 ， 即 正 合 列 中 新 出 现 的 层 都 是 平凡 层 ( 零 层 )， 这 是 可 能 的 , 例如 , 大 Akp : 
Pk+10 一 PEO 满足 Ker Ak+1 = Pk+20; Pr+2 € ZT, ROL AY LA BY Pk+20 为 新 增加 
NR, Ak+2 : Pk+20 — Pk+10 为 新 增加 的 单 模 层 同 态 ， Bl Ker Ak+2 = 0, Mm 
新 增加 的 pk+30 = 0, BOA 30 开始 , 所 有 新 增 的 层 均 平 几 . 我 们 将 在 下 文中 
证 明 , 上 述 问题 对 O RISA BEDAR. ERALA, 我 们 需要 一 些 代数 
准备 . 


5| 理 7.14 ARRE LIHEN, 
0— A> B C0 (7.17) 
是 R-RESI, FER, fRECHEAF, N 
0 — A/fA > B/fB > c/f 一 0 
是 正 合 列 . 


证 明 : Im u. = C/fC 是 平凡 的 . Va € A, 2 [a] 是 a 在 A/fA4 中 的 等 价 
X, A 和 (lal) = 0, 即 Aa € fB, 也 就 是 说 , FE be 8 满足 Xa) = fb, 于 是 
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0 = pàla) = (fb) = fub), AF f 不 是 C 的 零 因 于 , I ul) = 0, FHA 
a’ € A, Aa’ = b, 从 而 Aa) = fb = Ma Ala — fa) = 0, Bl a = fa, 因此 
la] = 0. 

现在 只 需 证 明正 合 列 在 中 间 正 合 , 由 于 和 oy = 0, 故 入 .op = 0, 从 而 只 需 证 
Ker u, C Im X Vb € B, Æ [b] € Ker px, El ulb) € fC, 也 就 是 说 , 和 存在 CEC 满足 
u(b) = fas 另 一 方面 HT u meee MA c=u(b'), bV €B, Alt u(b - fo’) = o, 


,fr € R, C 是 RAR, 右 对 每 个 fv; 1 v<k, 都 满足 fy 不 是 
ihn) SAS, 则 称 {及 ,… , fe} EC ,的 过 序列 


0 — A (JLA: -+ fA) — B/(fıB+ + frB) — C/(fiC+---+ fke) — 0 


EA. 更 进一步 , 若 还 有 {用 ,… ,fk41} 是 B 的 素 序 列 , 则 它 也 是 A 的 素 序列 . 


证 明 : 我 们 先 证 明 第 一 部 分 : XT k 归纳 证 明 ,& = 1 时 就 是 定理 7.13. 假定 结 
论 对 上 有 一 1 成立, Bp 


0 — A/(firA+---+ fk-ıA) — B/(fiB+--++ fk-ıB) 
— C/(fiC ++ fk-ıC) — 0 


IEG. 由 于 对 任意 RR D, 


(7.18) 


D/fıiD+---+fkD=(D/fıiD+---+ fk-ıD)/(fk(D/fıD+ +--+ fk-ıD)) 


HAF {fr fe} 是 C 的 素 序 列 , 利用 归纳 假设 及 定理 7.13, 知 结论 对 上 成立. 
至 于 第 二 部 分 , 由 于 每 个 A/fiA+… 二 A; l<u< ky B/f,B+---+f.B 


的 子 模 , Æ {有 1,… fei} 是 B WARS, BRA ff} 是 4 的 系 序列 . 
L 


引 理 7.16 (Nakayama 引 理 ) 假定 (R, m) 是 局 部 环 , P R ÆA RRAN, 
上 且 其 所 有 的 不 可 逆 元 组 成 其 唯一 极 大 理想 m. EM 是 有 限 生 成 (AMA) RE 
满足 M=mM,R| M=0. 


…, fx} 是 M 的 某 个 生成 元 集 , 即 M = fIR+ + fR 由 


7 一 ] 
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从 而 
2 (bu — Pij) fj = 0. (7.19) 
记 f= (有 i,… fe) 现 将 7.19) 表示 成 矩阵 形式 
(6i; — pij) f* = 0. (7.20) 
TE (7.20) 两 边 同 乘 以 (6;; - pi;) BIREICR FOU, W 
det (6;; — pij Inf’ = 0. 
这 里 I ERMER. 由 于 


det(d;, B Pij) = 1 +9, gem, 


故 
det(di; 一 pis) Em, 
R 是 局 部 环 , 因此 它 可 逆 , 从 而 ft =0, FÆ M =0. I 
A 三 是 ,0O 凝聚 层 , HEN, Vr c D, 存在 其 开 邻 域 U, U c D, RU EE 
合 列 


今 Kn = Ker An—1; Ky-1 = Ker An—? = Im An—1)° 7. ,Ki — Ker Ag — Im Àl, H 
于 大 是 .O BRE, 知 Ki, Kn 均 为 凝聚 层 , HAE r 的 未 个 开 邻 域 及 其 上 
nO- PISK (7.21). 


0 0 0 
N 人 人 
Ky Ky 
/ N 人 
K, — Pn-1 nO) —? DPn-2 nO 一 ue Pı nO — Po KO, — F — 0 
/ N 人 
Kan Kn-o Ko 
/ N 人 
0 0 0 


选取 适当 的 局 部 坐标 使 得 > = 0, > 
R = n0o, (7.22) 
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则 有 尺 是 z=0 点 全 纯 图 数 芽 的 环 , DAR 是 局 部 环 , 其 唯一 极 大 理想 m 是 
所 有 满足 f(0) = 0 的 全 纯 函 数 在 r = 0 点 的 芽 的 集合 . 令 M= 万 ( 即 和 丰 在 
r = 0 MWA) RE. RAM Kar , Ki RI Kne Ki Exr=0 
AZ, 则 有 类 似 (7.21) 的 及 - 模 同 态 图 , 满足 主线 及 每 个 冬 线 均 为 及 - 模 正 合 列 ， 
Kn, , Ki, Ko := M 均 为 有 限 生 成 RR, 满足 


0 一 K, 一 一 pi-1R —? K;-ı 一 一 Q; 1 < 1 < Tt (7.23) 


是 有 R- 模 同 态 的 正 合 列 . 

由 于 Kı c PoR, zı FE poR HY RP, HRKI ENM, zı Æ Ky HIRIT 
列 ; 又 因为 {21,22} 是 mR 的 素 序 列 ， 利用 推论 7.15, 知 它 也 是 Ko WRI. 
将 上 述 步 又 进 行 下 去 , 最 终 可 以 得 到 {21,---, zn} 是 Ki WARS. 由 于 Kn 是 
ARER RAR, 而 R/mR = C, 故 Kn/mKn EARE C- 回 量 空间 , 因此 存 
在 pn € Z+, Ka/mKa SCzs = (R/mR)”". 提升 上 述 同 构 可 得 到 RR- 模 满 同 态 
p : Kn — pnR 满足 下 面 的 交换 图 


0 — L — Kn — nR — 0. (7.24) 


由 于 {21， ‚Zn} JE R WZ PPS, 目 然 地 ， 它 也 是 DPn R 的 素 序 列 . 由 于 mL = 
zy3L4+:::+2,L, mKn = z21Kn +--+ Zn Rn, M(prR) = 21(prR)+---+ 2zn(prR), 
由 推论 7.15, 不 难得 到 以 下 正 合 列 


0 — L/mL — K„/mKn — prR/m(prR) — 0. (7.25) 


由 于 Ky/mKy © paR/m(paR) = CPs, 知 L/mL = 0, 如 果 工 是 有 限 生成 R- 
模 , 则 由 Nakayama 51, D=0. 三 目 然 是 有 限 生 成 的 , 这 是 因为 , (7.22) 中 的 
Kn, PoR 是 (7.21) 中 的 凝聚 层 Krn K p nO Æ x = 0 AWZ, IX Ker y 是 凝聚 层 
Ker y 在 z=0 MWA, BR L 有 限 生成 . 由 于 Ker y 是 凝聚 层 , 由 命题 7.5, 存 
在 开 集 U EU, Ker olr 三 0, FEIEU 上 有 K,~7,0. 

综 上 所 述 , 我 们 就 得 到 了 所 谓 的 Hilbert (投影 ) 分 解 定 理 . 


定理 7.17 ADAC PERRA n 维 复 流 形 , FA DEN „OO ARE N 
对 任意 ce D, BERTARA UCU, UCD, A U EH EFS 


0 — Pn nO 2> pn-1 nO ++: — pi nO > po nO © F — 0. (7.26) 


67.2 Oka Æ H ` 149 - 


称 上 式 为 FEU 上 的 Hilbert 分 解 或 投影 分 解 . 


注意 到 Hilbert 分 解 定理 的 结论 是 局 部 的 ， 即 对 任意 x 点 , 存在 其 开 邻 域 
U, € Uz, 使 得 (7.26) 在 U, LIES; 对 D 中 不 同 的 点 , 可 能 会 有 不 同 的 A; 1 < 
i < n KARK pi c Zt; 1 < i < n. 目 然 我 们 会 问 , 什么 条 件 下 在 整个 D 上 有 
形 如 (7.26) 的 正 合 列 成 立 ? 我 们 将 在 下 一 章 讨 论 这 个 问题 . 


本 草 我 们 先 讨论 Dolbeault 引 理 , 即 当 D 是 单 连通 多 圆 域 时 ， 
H7(D,O)=0, q21. 


SRS TRV AARC #18 @ al ERT BY _E lel val Be. 最 后 证 明 Cartan 引 理 ， 
而 Cartan 引 理 是 下 一 草 证 明知 名 Cartan 定理 ALB 的 关键 . 


88.1 Dolbeault 引 理 


设 Di ,D 是 C 中 的 区 域 , 称 C" 中 的 区 域 Dix- x D, AZAR. & 
进一步 , D; a <i<n) 均 为 单 连 通 区 域 , 则 称 Di x- x D, 是 单 连通 多 圆 域 . 


引 理 8.1 (Cauchy 积分 公式 ) 令 DD 是 复 平 面 中 的 区 域 , 其 边界 是 长 度 有 
限 的 简单 闭 曲 线 y; 若 f 是 DD ARR EM Co 复 值 函数 , MAA D 上 的 Cee 函数 
g, 满足 


Og(z) _ 
z = f(z). (8.1) 
更 进一步 , Sf 带 有 参数 且 对 参数 CH 或 全 纯 依赖 , 则 g 亦 然 . 
WEAR: 考虑 函数 
sa =z I SAS (8.2) 


C 
注意 到 在 /市 有 参数 且 对 参数 CT 或 全 纯 依 赖 , 则 9 亦 然 . 故 只 需 对 任意 固定 
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z € D, 验证 (8.1). 选取 圆 盘 A(z; r), 满足 其 闭 包 A>», 为 其 边界 , 定义 
D, = D — A(z;r), 
WE D, 上 有 
d log |Ç — 2]? = d(log(¢ - z) + log(¢ - 2)) = =, + 5 


_ /| ae log |C — z|?d A de + MEG ns (8.3) 


— 2 


A 
zED 
则 


< lim 47Mr log 7=0. 


~ 730 
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引 理 8.2 (Dolbeault 引 理 ) 假定 D cc Cr” RC 中 的 单 连 通 多 圆 域 ， 
w ET(D,E”1), p20, q2 1, # ôw = 0, WA n CT(D, EP 7!) 满足 On =w. 


WEAR: 我 们 先 证 明 以 下 绪论 : G = Gi x… x Gn CC Cn 是 单 连通 多 圆 域 , w 
是 G 邻 域 上 的 光滑 (p, g)- 形 式 ;p > 0, g>1. 若 2 = 0, 则 存在 C 某 邻 域 上 的 
JOH (p,q 一 1)- 形 式 u 满足 在 此 邻 域 上 有 Ou = w. 

W G! = G! x- x GL we 


GCGCG CG, 


AG 包含 在 w 的 定义 域 中 . S v 是 w 坐标 表达 式 中 出 现 的 共 思 微 分 


中 上 指标 的 最 大 值 , 对 v 使 用 归纳 法 : Æ v= 0, 由 假定 , w 是 (p,q)- 形 式 , g > 0, 
从 而 w = 0, 结论 平凡 . 一 般 的 , 为 使 用 归纳 假设 , 设 


w = dz” Na +B, 
这 里 a, BETTER FENDT 
dz", l dz"! 


的 微分 形式 . 由 于 
0 = ðw = -(dz® Ada) + B, 


Moa, B 的 系数 关于 zur ,zn 全 纯 . DE a 任 一 系数 f 看 成 是 z 的 函数 在 局 
的 邻 域 上 光滑 , 类 似 f 在 相应 的 区 域 上 关于 21,7, 0-1 IE, 关于 Zvl, ,Zn 
全 纯 . 由 引 理 8.1, 存在 函数 g, EG 的 革 邻 域 上 关于 z 光滑, H 99/6z = f, Æ 
进一步 ， g 在 与 f 相同 的 定义 域 上 关于 Z1,°°* ;v—1 JOR HRTF Zu+l)''" ,Zn 全 
纯 . 将 a 的 各 个 系数 三 换 成 对 应 的 g, 驶 得 到 新 的 微分 形式 y, 满足 


Oy = dz” Na+ ô, 
这 里 5 AHMM dz!1，,… „dr. 现在 考虑 微分 形式 
Pp=w-N=ß-6, 


注意 到 Op = w-9%=0, HAF 8 5 8 REF dz’,--- dz’, op th 
如 此 , 可 利用 归纳 假设 y = Od, FH w =O 74+), 故 绪论 成 立 . 


现在 令 D = U Dy, 满足 De C Dk C De 且 每 个 D, 均 为 单 连通 多 圆 
k=1 
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域 , 由 于 we T(D,E? 9), Æ k= 1, 由 前 面 的 分 析 , FED SERB REG 
(p,q 一 1)- 形 式 n, 使 得 Om. = w. 现在 假定 已 经 分 别 找 到 Di, , Dr ARBRE 
的 光滑 (p,g 一 1)- 形 式 m, ‚m, ME On, =w K nilv,_, =Mm-ıld,_,, 2<Si<k. 
我 们 要 寻找 Desi 某 邻 域 上 的 Tk+1, 满足 Onk+1 = wW K Nk+1l D, 一 Nk | Dp - 

首先 存在 Duy 某 开 邻 域 上 的 光滑 (p,q — VIER ni. 满足 在 其 上 有 


于 是 在 D WEHBE, 有 


Oe +1 — 1) =w-w=0. 


F q > 1, 存在 Dy, 某 开 邻 域 上 的 光滑 (p,q 一 2)- 形 式 a, WE ða = 14. nk: 
取 光 滑 切 割 函数 y, 使 得 ol 六 = 1, 0 < 9 <1, E Supp y RE a 的 定义 域 与 
Desi 的 交集 中 . TER nyi = n - pa), ES na 有 相同 的 定义 域 , 满足 
ng+1|D = Nery 一 OQ = N, 且 在 Derr WESE, Ones = On, =w. 综 上 所 
述 , 可 对 k e Z+ 相继 使 用 上 述 方法 , 可 定义 neT(D, Er!) 为 


这 就 是 g > 1 的 情形 , 我 们 需要 的 光滑 (p,q 一 1)- 形 式 n. 

对 q = 1 的 情形 , 首先 存在 Di 某 邻 域 上 的 泡 消 (p,0)- 形 式 n., ke Zt, Mi 
是 9m = w, 从 而 在 此 邻 域 上 , On, 一 Om, = 0, BN m - m 十 此 邻 域 上 的 全 
纯 p- 形 式 ， 男 一 方面 , & On, =w H 9 是 Di 邻 域 上 的 全 纯 px, 则 仍 有 
O(n. +0)=w 由 于 多 圆 域 是 多 项 式 凸 的 , 可 选 适 当 的 系数 为 多 项 式 的 全 纯 p- 形 
TK On, 满足 以 下 条 件 : BS nk =n + On, WHE Dr ER 


ii L <ip 
H 
Met1 = X binid” A Adz’, 
11 <<Ip 
则 
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UES tS Bl RAB pk; O< pe <1, WEE Dk 上 有 px = 1, H Supp pk 包含 
于 m 的 定义 域 , TE pen, Œ D EWER (p,0)- 形 式 , 仍 记 为 n, 则 定义 


Al n 是 DD 上 的 光滑 (p,0)- 形 式 , 满足 On = w. a 


注 : 引 理 中 的 假设 DCCC" 不 是 必要 的 . PER D = Dx- x Dn, 
满足 Di (1 < i < n) 的 边界 点 个 数 不 少 于 2, 由 Riemann 映射 定理 , 存在 共 形 映 
出 

f=(fi,… fn) = AX — D, 


这 里 An 是 Cn 中 的 多 圆 盘 . (ER w ET(DEM, q > 1, 满足 gw = 0, 从 而 
Of*w = f*Ow, TER ge r(A”, E%1-1), 满足 Og = ftw, 从 而 


在 下 文中 , 在 不 引起 混 消 的 情形 下 , 我 们 用 O 代替 O. 
定理 8.3 £ DAC" 中 单 连通 多 圆 域 , 则 


H"(D,O)=0, k>1. 


证 明 : 由 于 £%4 (0<q<n) BAD 上 的 零 调 层 , 由 定理 4.35, 


0 —0 EM I, ... 2, £0.n ,0 


是 O BIS, 则 由 定理 4.26, 


88.2 ”解析 层 的 投影 分 解 


定理 8.4 4D 是 单 连 通 的 多 圆 域 , 三 是 解析 层 , 即 O- 模 层 , 满足 存在 有 限 
长 投影 分 解 


0 — pmO — pm-10 — p10 — pO — F — 0, (8.5) 
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WEAR: 我 们 对 投影 分 解 的 长 度 进 行 归纳 , GREE 0, BVA O- 模 层 正 合 列 


则 


1 
现在 假定 定理 在 投影 分 解 长 度 小 于 等 于 m - 1 时 成 立 , S G = Ker Xo = Im A, 
利用 (8.5) 的 正 合 性 , AA IE 
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假定 推论 在 长 度 小 于 等 于 m — 1 时 成 立 , 由 (8.6), 知 存 在 截 影 群 正 合 列 


(8.10) 


考虑 Xi 在 典 则 截 影 下 的 矩阵 表示 , MN A, RN WHRAR TPS 
Ajai, A; 及 Aj HER TAB AMLS 0 或 1 的 行 或 列 得 到 . 
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除了 平凡 修正 外 , 还 有 投影 分 解 的 非 平凡 修正 : 若 u: PO — PO 是 O- 模 
层 同 构 , 则 有 下 列 F 的 新 的 投影 序列 


DmO 25 ++» — pO 2 pO 2 F — 0 (8.15) 
及 
mO .一 00O > pO = g — 0 (8.16) 


交换 , 称 {aj}; O<SI<m 为 依附 在 a: 厂 一 >，9 上 的 (8.15) 与 (8.16) 间 的 层 投 影 
分 解 同 态 . 4a, fa}, 0 i m 为 层 同 构 时 , HHEARKE a: F OG 上 的 
投影 分 解 同 构 , 此 时 , 自然 需要 pi; = qi, Lism. 


定理 8.8 SDXC" 中 的 单 连通 区 域 , F,G 是 D 上 的 ORE, AHA 
长 度 有 限 的 投影 分 解 . 若 有 层 同 构 a: FG 则 可 通过 对 三 和 9 的 投影 分 解 
的 有 限 次 修正 , 找到 依附 在 a :下 一 ，9 上 的 投影 分 解 同 构 . 


UERR: 假定 F AG 的 投影 分 解 的 长 度 分 别 为 m 和 即 有 


0 — pnO 2% Dm 10 TE pO © pO 2% F — 0 (8.17) 
及 
0 — qO 一 Qr—10 a qi O zur GO 一 G — 0 (8.18) 


` 158 - 第 八 章 多 圆 域 的 上 同调 论 


ACH. 
不 失 一 般 性 , 假定 m zr, 且 结 论 对 m-1 成 立 . HF a: F —G BER 
构 , 自然 有 对 应 的 截 影 群 的 同 构 , 仍 记 为 a, 由 推论 8.5 


‚a (8.19) 


WA, 仔 在 g; € CD. nO) 1<2<€ po, o 使 得 (二 一 Qo ur i). I RAT HS 


BHAA, 由 于 at: G — F 也 是 层 同 构 可 类 似 构 造 层 同 态 r : ooO — wp0O 
满足 相应 的 交换 关系 . Se EPA, 有 


Loog=aoN; Aor=a'ope. 


分 别 取 poO 及 qO WAME Ei, , Ep 及 Ei, EL, 可 得 到 og (或 7) 的 
Do X qo (qo X po) BERN, DUAN o (或 7). 我 们 来 构造 以 下 层 同 态 


(Ei, ,E Ei, ,Epo): 


类 似 可 构造 层 同 态 7: (qo 十 p0)O — (po +%)O, 使 其 在 (qo 十 po)O 和 (po+g0)® 
的 典 则 基 下 的 矩阵 才 示 办 
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不 难 验证 


oT =TO =I, 


Teo 57 RAE, 于 是 有 以 下 层 同 态 图 表 
o|ltr la (8.20) 


(8.20) 各 行 分 别 为 (8.17) 及 (8.18) 的 平 几 修正 . 对 任意 的 E; € T(D,(po + 
qo)O), 2 一 I, "+t 4 PO; 有 


Np OT = QO fly. 
4> Fy = Ker A) C (po + 90)O, Go = Ker uh C (qo + po)O. H ao Aà) = phop, 


Al or, : Fo — Go, 再 利用 Xo oT 二 Qo Lo; Alo 是 层 同 构 . 于 是 我 们 从 (8.20) 
中 得 到 以 下 层 同 态 图 表 


由 于 (8.21) 各 行 正 合 且 F: Fo — Go 是 层 同 构 , 注意 到 (8.21) 中 投影 分 解 长 度 
最 大 值 是 m-1, 由 归纳 假设 , 经 过 有 限 次 修正 , 可 得 到 万 与 Go 的 投影 分 解 之 
间 的 依附 在 a : Fo 一 Go 上 的 投影 分 解 同 构 


| am | @m-ı la, la (8.22) 
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| Am | am -1 \aı lao la (8.24) 


这 里 ro = po + qo, ao = T. (8.24) BEAM KINTE a: F—G 上 的 层 的 
投影 分 解 同 构 . u 


本 章 主 要 目的 是 证 明 以 下 定理 : G DEC" 中 的 单 连通 多 圆 域 , 紧 集 K CC 
D, 则 存在 K 的 开 邻 域 U, KCUCUCD 使 得 任意 O 凝聚 层 在 U 上 都 有 长 
度 有 限 的 投影 分 解 . 

由 定理 7.17, 对 O BERR F 有 以 下 绪论 : 任意 ze 也, 存在 U, € Uz, 使 得 
F 在 其 上 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 . 不 妨 假定 Uj 是 多 圆 域 . 卓然 的 问题 是 , 对 于 
r 5 r, 我 们 找到 了 相应 的 多 圆 域 Us 与 Ur, A Ur N Ur £, Wil O BRE F 
在 其 交集 上 有 两 个 可 能 不 同 的 投影 分 解 , 是 否 经 过 有 限 次 修正 , 使 它们 相 容 , 从 
而 得 到 F 在 Uj UUs, 上 的 投影 分 解 ? 

定理 8.8 告诉 我 们 , Æ Uj N Ur 是 单 连通 多 圆 域 , 这 两 个 投影 分 解 在 经 过 有 
限 次 修正 后 , 可 转化 为 F 的 两 个 同 构 的 投影 分 解 . BH a ra i RA 
形 , 引出 如 何 从 同 构 过 渡 到 相等 . 

wU=D'xaAcCCxc™s!§U"=D"xaccxc* -是 Cn 中 的 两 个 
单 连 通 多 圆 域 , HD! 与 D" 及 它们 的 交集 均 为 C 中 的 长 方形 (图 8.1). 


EFE D x 0 上 的 层 同 构 oj : miO — rjO, 其 在 典 则 基 Ej, „Er, 下 的 
矩阵 表示 是 一 个 T;XT; FEE, 仍 记 为 Qj. 由 于 OY; 是 同 构 ， 故 Q j R]. HA OT ie 
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满足 rj x rj EE of, oO” 的 各 个 分 量 分 别 为 D' x O BD" xO 上 的 全 纯 函 数 ， 
WA ~O 到 自身 的 层 同 构 


“FEO BBE, 假定 其 分 别 在 Dx 与 D’x 9 的 开 令 域 上 有 投影 分 解 , 通 
过 在 D x 上 的 有 限 次 修正 , 得 依附 在 id: 下 一 > 下 上 的 投影 分 解 同 构 


| Om, | Om-1 | 4 | YO | id (8.25) 


BHT a; (0 ) 都 有 前 面 提 到 的 分 解 oj = ata’, 则 可 得 到 下 表 
0 — rm O— Tm-10 — ++: — r1 0 — rmO— F — 0 
| a! 一 | a! 1 | a | ah" | id 
0 — rm Od — rm-10 — ++: — r O — nd — F — 0 
| Qm | Am-ı far {Lao Lid (8.26) 
0 一 rm OD — Tm-10 — +: — rl! — ra O— F — 0 
bar laha fat Img Lid 
0 — rm O— Tm-10 — +++ — r1 0 — roð — F — 0 


(8.26) 的 第 一 行 是 F Æ D x0 上 的 投影 分 解 ， 最 后 一 行 是 在 D” xO 上 的 
投影 分 解 ， RR, 通过 使 上 图 交换 可 目 然 的 定义 这 两 个 投影 分 解 . 由 于 
aoojooi = id, 这 两 个 投影 分 解 在 D x Q 上 相等 , 于 是 我 们 得 到 F 在 
D U D”) x O 上 的 投影 分 解 . 

但 问题 是 a; 的 分 解 并 不 容易 找到 .当然 , Ar; = 1, oj 的 分 解 是 比较 容易 
的 , 这 是 由 于 此 时 a; 是 Dx O BEREAN SER. 清晰 起 见 , ER 8.2. 
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这 里 长 方形 B2B4Bs5 B7, 长 方形 Bi B3BeBs 及 长 方形 B2B3BeB7 分 别 表示 
D', D" MD. 线段 0103 1 满足 C1 € B2B3, Ca € BeBr. 今 g(z1,‘-- ‚Zn) = 
log a;(2ı, nn ‚Zn); 则 在 DxQ 上 有 


2m 
E i g(&, 22, ` Zn) ge 
B B3| Cı — 8.27 

271 Bs % E — 21 (8.27) 

1 ) ) 9 ~Tl 
pi g(&,22,° ,2 ) ge 
2mi JCılBa € — 2] 
C'2| B7 


注意 上 式 右 边 第 一 项 在 D" x Q 中 全 纯 , 第 二 项 在 D x Q 中 全 纯 , 分 别 记 其 为 
g" (21, Zn) I 9 (21,… , 2n), WHE Dx Q 上 有 


a;(21, , 2n) 一 exp 9(21, ‚Zn) 


— exp g (21, nS , Zn) l exp 9 (21, me Zn). 


由 于 a := expg' 及 a! := expg” 分 别 为 D' x9 K D" xO EWA eR, TE 
PSE a; 的 分 解 . 

右 rj #l, 则 问题 非常 复杂 ， 主要 是 因为 此 时 Qj 是 T;XT; FE RE., 类 似 rj = L, 
要 先 做 运算 logaj, 最 后 将 算 子 exp 作用 于 log aj. 虽然 这 两 个 算 子 在 矩阵 情形 
仍然 可 以 定义 , 但 log 只 定义 于 某 一 类 和 矩阵 . E AE rx rE, 则 


log(I — A) --); — A”. (8.28) 


在 4 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 均 小 于 1 的 情形 下 定义 合理 , 不 然 (8.28) 的 右边 发 
AM. 我 们 当然 希望 logaj 可 定义 , 这 就 目 然 要 求 (I 一 a;) 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 
小 于 1. 为 一 方面 , 虽然 exp 的 定义 没有 限制 , A exp(log A) = A 总 是 成 立 . HE 
log A = B + C, 一般 来 说 ， 


exp(log A) = exp(B + C) = exp B- expC 


并 不 成 立 , 除非 BC = CB. 于 是 当 r #1 Ht, 我 们 必须 克服 这 两 个 障碍 , 才能 得 
到 和 矩阵 Tj 的 满足 我 们 要 求 的 分 解 . nA MAARE H. Cartan. 


88.3 Cartan 引 理 


假定 A, B 是 m x m WRF, € = (£1, ‚Em) E€ C™. 定义 


A| = Sup |Aé"|, 
ej=1 
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WW |A| 是 4 的 特征 值 绝对 值 的 最 大 值 . 显然 有 


|A + B| < |A| + |B|; 


(8.29) 
|AB| < |A| |B|: 


引 理 8.9 设 天 为 单 连通 多 圆 域 DC Cm 的 紧 子 集 , 则 对 任意 全 纯 非 奇异 
EE Hae F(z), FALSE HERA BER F(z), F(z), 使 得 


F(z) = F(z) F(z), VzeD, 


此 范 数 可 赋予 G 上 拓扑 , 利用 (8.29) 中 的 (1) Al (2), 不 难 验证 G 上 的 乘法 
与 求 道 运算 均 连续 . 于 是 G 是 拓扑 群 . 更 进一步 ，G 连通 : 在 F(z) € G, w 
F(tz) eG, te 0,1, 于 是 存在 连续 路 径 连 接 F(z) SIERRAS F(0). © 
然 , 由 所 有 mxm 非 奇 异 复 值 算 阵 组 成 的 群 GL(m, C) 连通 , 于 是 存在 连续 路 径 
连接 F(z) 与 单位 矩阵 L. 众所周知 , 连通 的 拓扑 群 可 由 工 的 任意 邻 域 生成 , 特别 
的 , 选取 


于 是 对 任意 F(z) € G, 存在 F, Fp E W,  F = F,--- Fp. L 


定理 8.10 # KCO RSA, F(z) 是 K AIRE SE HERS 
w BK NM Ye > 0, 存在 Cr Ease HERS BR G(z), 使 得 


IF(z)-G(z)\<e, VzEK. 


证 明 : 由 定理 假设 , 存在 多 圆 域 D CC”, 使 得 K CDSE F(z) 是 D 上 的 非 
奇异 矩阵 值 全 纯 函 数 , 由 引 理 8.9, ESF at FAR Se Fi, ‚Fr, 使 得 


F(z) = Fı(z)--- Fr(z), 
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这 里 Ki 也 是 紧 的 单 连通 多 圆 域 , WE KCK CK CD. 于 是 
log Fı (z),- ‚log F,(z) 
为 Ky, 上 的 矩阵 值 全 纯 函 数 . 由 于 KR, 存在 M > 0, 使 得 
Fz) <M-1, VzeK, j=1,---,r. 
由 于 K 多 项 式 凸 , 存在 多 项 式 矩 阵 P;(z), 即 P;(z) 的 所 有 元 素 均 为 多 项 式 , 使 


| log 万 (2) — P;(z)| < ô, zeKkK,jJ=|]1,--- r. 


这 里 6 是 充分 小 的 待定 正 数 . 
由 于 exp 在 和 矩阵 上 连续 , 可 选 多 项 式 P (z), , P (z), 使 得 


Gj;(2)| < |F;(2) — Gil) + Fe) 
<1+M-1=M, vz€EKRK,7=1,...,7. 


现在 G(z) = Gi(z)---G,(z) 自然 是 Cr 上 的 非 奇 异 矩 阵 值 全 纯 函 数 , A 
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ix 
N = Sup |G~*(z)|. 
zEK 
由 于 e > 0 充分 小 , Go) (z) F(z) 在 拓扑 群 中 充分 接近 I. A OME 
G~*(z)F(z) = G'G", 
满足 G' 与 C" 分 别 是 K 5 K" ERSAR at FREE LA RT, 则 
F'(z)=GG', F"(z) = G” 


印 为 所 求 . 

现在 我 们 来 分 析 充分 接近 I 的 元 素 的 分 解 . 记 这 些 元 素 为 F= IH 满足 
五 | 充分 小 , 从 而 可 利用 (8.27) 中 的 方法 分 解 H. 当 =1N, H = H' +H”, H 
H'| 及 |H"| 均 充分 小 , 一 般 情 形 


log F=log I + H)&H=H'+H"”, 
A Trl, AAA HEU, K 
ef zI+H, e zI+H". 
WRH + H’) +H") Zahl 已 =T+ 五 , 则 通 近 的 误差 项 为 


H, = (I + H') (I+H)(I+H’”) -1 
(1+ H' +H" - (I+ HU + H") +H") 


= 


(I+ H') 


(I + H’)? (-H1H")(I +H"), 


当 |H' |H"| 充分 小 时 , Hil 接近 |’ A" |, 换 句 话说, |Hi| 接近 |HI?. 于 是 可 
用 类 似 的 方法 通 近 H’, 将 此 步骤 重复 下 去 , 最 终 就 得 到 我 们 需要 的 分 解 . TER 
们 把 这 一 想法 转化 为 严格 的 数学 语言 , 并 给 出 Cartan 引 理 的 详细 证 明 . 

我 们 需要 以 下 引 理 . 


引 理 8.11 如 果 》 a, 是 收敛 的 正 实数 列 , {F(z)} 是 定义 在 区 域 DC C" 
的 矩阵 值 全 纯 函 数 , 使 得 对 任意 ze D, IF,(z)| <a, 则 无 穷 夹 积 


lim (I + Fı(z)) (I + Fo(z))--- (I + F,(z)) 


U— OQ 


Katz] D ERS BR, 记 为 已 (z); 更 进一步 , BHA (I+F,(z)) 均 非 奇 
FR Plz) 亦 非 奇异 . 
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由 于 》 a, 收敛 , 知 I: (1+a;) 收敛 , 记 其 极限 为 a, 于 是 对 任意 z € D, |Py(z)| < 
a. 从 而 对 任意 指标 v, 及 任意 zeD, 


于 是 , 再 次 利用 > a IK, 知 {P,(z)} 的 每 个 分 量 在 D 上 一 致 收敛 , 因此 其 极 
R P(z) 存在 且 在 D 上 全 纯 . 
现在 证 明知 所 有 (1 + F,(z)) 非 奇 异 , VA P(z) ERF: 首先 , 注意 到 


det P(z) = lim det P,(z) = lim | | det (I + F(z)). 
j=1 


由 于 det(I+ F;) 是 关于 矩阵 F 各 个 分 量 的 多 项 式 , PAN 1, HR N TE 
项 式 均 为 F 分 量 的 乘积 . 由 于 a 一 0, 4 k 充分 大 时 , 对 任意 j > k, |F;(z)| < 
. < 1/N, 从 而 


于 是 
| | |det (7 + F;(2)) > | |(1- Na;) > 0 
j=k j=k 
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证 明 : 由 于 满足 |4| < > 的 m x m 矩阵 4 的 集合 是 紧 的 , H I + 4 非 奇 


R A+A 是 此 紧 集 上 的 连续 函数 , 因此 有 上 界 VP; 即 , 若 JA < > 则 
(I + 4)-!| < VP. 由 (8.31), 


从 而 定理 得 证 . u 
现在 , 回 到 Cartan 引 理 的 证 明 上 , 考虑 以 下 几何 结构 . 给 定 实数 


Qa, < as < a3 < aa, bi < bo. 


构造 变量 为 zı = zi +iy 的 复 平 面 中 的 长 方形 : 
Kı = {zı = T] + iyı laz < Tı < Q3, bi < Yı < bo}, 
Ki = {z1 = zı +iyılaı < 21 < a3, bı < yı < b2}, 


Ky = {z1 = zı + iyila2 < zı < aa, bı < yı < b2}. 


显然 , 它们 均 为 带 状 区 域 5 <y < bo 中 的 开 集 , 满足 KIAK! = K, (N 8.3). 


yı a u 

bo 

b; Sl 
~ if. _) 

O 01 any a Ua Q4 Ti 
K| 8.3 


更 进一步 , 假定 K2,… , Kn 分 别 为 z2,… ,zn 平面 上 的 单 连 通 区 域 ; 考虑 多 
圆 域 
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显然 , 它们 均 为 C 中 的 开 集 . 除了 这 些 基本 的 集合 之 外 , 我 们 还 需要 适当 地 选 
取 它 们 闭 包 的 邻 域 . 对 任意 正常 数 5 及 指标 1 <j <n, S Kj(6) CCH K; # 
Žij 平面 上 的 6- 邻 域 ， NI 


K; (8) = {z; € C| |z; — &| < 6, 36 € K;}. 
类 似 , 可 定义 K! (8) 和 K! (8); 现在 , 定义 


K(6) = Kı(6) x Ko(0) Xe X Kn(6), 
K"(6) = Ki (ô) x Ka(6) x --- x Kn(6), 
K"(6) = K7 (8) x Ko(6) x ---x Kn(6), 


于 是 K(6) = K'(6)0 K"(6). FXE, Ki (6) 就 是 图 8.3 中 虚线 的 内 部 . 注意 到 
K1(6) 的 边界 是 光滑 曲线 , 其 长 度 记 为 L. 最 后 , 对 wv = 1,2,… ,定义 


J, = KEA x Ka (i) 


1 
U’, = Ki(2 "0) x Ke (38) xX X K, ( 
7 /ro 一 1 
U, =K;, (2 “0) x Ko (38) x- x Kn (35). 


它们 分 别 构成 了 K, K', K" WARRE, 且 均 分 别 含 于 K(6), K’(6), K”(6). 


引 理 8.13 令 G(z) RU, LMHS DK, 满足 |G(z)| < M,VzeU,, 
则 分 别 存 在 Ul RU EER St G'(z) 及 G" (z), 使 得 


且 
2°ML 一 
GE ~ Ve Dr 
2°ML 一 
G" < =, Vee Uys 


WERA: U, 到 zi 平面 的 投影 K (2728) 的 边界 是 光滑 曲线 , 记 为 y, 其 长 度 小 
于 K1(6) 的 边界 的 长 度 L. DEN a, 满足 ua < a < a3, 做 分 解 y =y Uy" (图 
8.4), 其 中 


y = {z1 = x1 + iyı Eylcı >a} 


y” = {2z1 = z1 + iy E Yr <a}. 
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对 矩阵 的 各 个 分 量 分 别 使 用 平面 上 的 Cauchy 积分 公式 , 从 而 对 (z1,… , zn) € 
Uv, 


1 1 
G(z) = =a | G(E, 22,°++ ,Zn)dt = G (z) + G (2), 
Ley 


1 1 
G'(2) = | G(t, z2,... , zn)dt, (8.32) 
Ey’ 


G” (z2) 类 似 定 义 . 对 固定 的 (22, ,zn), BIL G'(z) 作为 zi WRR, 在 C\y 上 
全 纯 , 因此 , G'(z) 在 上 全 纯 , 类 似 G" EU" 上 全 纯 . 而 G'(z) 模 的 估计 可 由 
其 定义 式 (8.32) 导出 . 这 是 因为 ,对 zeE Ul, te 7, Al |t- z|> 2716, 于 是 


1 22 2’ML 


G” < — .ML = | 
CE LE. - 
Yl ___Y 一 一 一 一 十 一 一 一 Y 
| \ 
| II 
| | 
| | 
| 
| | 
| | 
by N J 
O ay a a 0 Q4 T] 
Al 8.4 


上 述 定理 中 最 让 人 感 兴趣 的 部 分 是 G(z) = G’(z) + G" (z), 虽然 范 数 估计 后 
面 也 会 用 到 . 本 节 的 目标 是 给 出 此 引 理 的 乘法 形式 , 也 就 是 下 面 的 定理 . 


定理 8.14 (Cartan 引 理 ) # F(z) 是 天 开 邻 域 上 的 非 奇 异 矩 阵 值 全 纯 函 
数 , 则 分 别 存 在 K 和 K" LUTHER F/(z) 及 F”(z), 使 得 对 
任意 z EK, 
F(z) = F'(z)F” (z). 


证 明 : 设 F(z) 是 开 邻 域 K (5) EIFAFAREB Se aN, 6 > 0. 令 P>0 
是 使 得 引 理 8.12 成 立 的 常数 , 这 里 我 们 依旧 采用 前 面 的 记 亏 , 取 正 常数 p 满足 


mi | 9v-176 726% 
1Il . 
PSHETOTTL ALP 


接 下 来 , 我 们 用 分 类 讨论 的 方法 证 明和 定理 


(8.34) 
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(a) 假定 F(z) WE 


I — F(z)| < Zp VzeUı C K(ô). 

我 们 将 通过 对 v 归纳 , ETF EEE LEEREN G,(z), Gi(z), GU (2), 满足 : 

(i) Gi(z) = F(z) 一 了 

(ii) Gy(z) Æ U, 的 某 开 邻 域 上 全 纯 , AG. (z)| < 9/4", 对 任意 ze U, 均 成 
V; 

(iii) G4(z) Æ UL 上 全 纯 , H |G/,(z)| < Lp/2*76, 对 任意 z e U,,, Baty, 
对 GY (z) 亦 作 类 似 要 求 ; 

(iv) 对 任意 z € Uy, Gy(z) = Co(z) + Gy (2); 

(v) 对 任意 ze Voy, (I + @ (2) I + Gorı(z)) (T+ Gu(z)) = (I + Gv(2)). 

假定 给 定 满足 (ii) 的 函数 Gu,(z); 对 wv = 1, 由 分 类 假设 , 由 (i) 定义 的 G1(z) = 
F(z) 一 了 已 经 满足 条 件 . 由 引 理 8.13 知 , 可 分 别 构造 G'(z) 及 G! (2) 满足 (ii) 
和 (iv). 回忆 (8.34), 利用 (8.33), 有 


K 


现在 , 上 面 两 个 不 等 式 在 Us = UD, TD, 上 同时 成 立 . 因此 , (I + G/,(z)) 
5 (1+ Gi (z)) 均 在 Usor 某 开 邻 域 上 非 奇 异 , 从 而 , 存在 唯一 Usp 某 开 邻 域 上 
的 矩阵 值 全 纯 图 数 G1(z), 使 得 (v) 成 立 . 为 完成 归纳 步骤 ,只 需 证 明 Gyai(z) 
也 满足 (ii). 而 由 引 理 8.12 RARE (8.34), 对 任意 z € Uy ai, 


目 然 满足 条 件 . 
现在 , 我 们 已 经 构造 了 满足 上 述 条 件 的 消 数 族 . 定义 


F(z) = (Fy (2) Fo(z) ++ Fy (z)) Fos (2) Po (2) «+ Fo (z)F1 (2). (8.35) 


868.3 Cartan 引 理 -171- 


利用 (iii) 及 引 理 8.11, Al 


是 K' 上 的 非 奇 异 和 矩阵 值 全 纯 图 数 , 类 似 定义 F(z), 则 F”(z) 亦 如 此 ; 由 (ii) 不 
难得 出 , 对 任意 zE K 


(b) 对 一 般 的 F(z), HERR C > 0, 使 得 对 任意 ze Ui, |F(z) 1] < C. 由 
定理 8.10, 存在 K'(5) UK”(5) ERE RRB Sea A(z), 使 得 对 任意 


于 是 可 对 F(z)-1H(z) 利用 前 面 的 证 明 , 即 分 别 存 在 K 和 天 “上 的 非 奇 异 和 矩阵 
BÄREN H(z) 及 A" (z), 使 得 对 任意 z EK, 


F(z) !H(z) = H”(z)H’(z). 


现在 , F’(z) = H(z)H'(z)-! 与 F”(z) = H”(z)-! 分 别 在 K' 和 天 "上 非 奇异 且 
ZH, 满足 对 任意 zEK, 


于 是 定理 得 证 . 口 


作为 层 上 同调 理论 在 解析 问题 上 的 第 一 个 重要 应 用 , 我 们 将 导出 投影 分 解 
合并 定理 . 证 明 过 程 展示 了 上 同调 方法 在 从 局 部 结论 过 渡 到 整体 结论 中 的 重要 
作用 . 

定理 8.8 及 Cartan 引 理 , 提供 了 给 定 层 在 相交 邻 域 上 投影 分 解 融 合 的 技巧 
FE, 我 们 来 详 述 这 一 技巧 

S K, K', K" c C” 表示 Cartan 引 理 中 出 现 的 开 的 单 连通 多 圆 域 , WAT 
面 的 引 理 . 


al 8.15 #F RK UK 某 开 令 域 上 的 解析 层 , BRPMEAK AK 
的 某 开 领域 上 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 , 则 FEKURK 某 开 邻 域 上 也 有 长 度 有 
限 的 投影 分 解 . 

WEAR: 适当 放大 K, K MK", REWE FEZA K' UK" 上 有 长 度 有 限 
的 投影 分 解 . > u, U" 分 别 为 包含 天 RK 的 开 多 圆 域 , WE U =U NV" 
也 是 多 圆 域 , AF 分 别 在 V' RU" 上 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 . 这 两 个 正 合 列 提 
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ET FIU 在 U 上 的 两 个 有 限 长 投影 分 解 . 由 定理 8.8, 经 过 有 限 次 修正 后 , 两 个 
投影 分 解 是 依附 在 i: FU — FU 上 的 同 构 . 由 定义 可 知 , U CU’ 上 的 修正 可 
自然 地 延 拓 到 整个 U’ 上 的 修正 . 从 而 , 经 过 U’ 及 UU" 上 两 个 投影 分 解 的 有 限 次 
BE, 有 以 下 解析 层 的 正 合 列 图 表 


这 里 Ao, As, Am WAU =U'NU” 上 的 同 构 , 使 得 (8.36) 限制 在 U EZH. 
由 于 每 个 同 态 A; 均 可 表示 为 UU 上 的 非 奇 异 矩 阵 值 全 纯 了 多数 F(z). 由 Cartan 5| 
理 , 分 别 存 在 K 与 K" 上 的 非 奇 异 和 矩阵 值 全 纯色 数 F(z) 及 FY'(z), 使 得 对 任 
H zE K. 

Fi(z) = F} (2) Fi(z) 


MLR, 这 些 和 矩阵 可 定义 同 构 
à; : pi(O|K") — p;(O|K’) 


及 
Ai : pi(O|K") — pi(O|K"), 
使 得 限制 在 K 上 有 
Ai = (X) (A) 
于 是 有 下 面 的 正 合 列 图 表 
0 — pn(O|K’) = > po(O|K’) = F|K'—0 
Am J do | i J 
0 一 pm(O|K’) = --- — po(O|K") — F|K’—0 
Am | `o | i | (8.37) 
0 — pm(O|K") > --- — po(O|K") — FIK"—0 
Am J Ao I i 


/ / / 
HH Hm DV, Vy Ym 


是 使 图 表 交 换 所 唯一 决定 的 同 态 . 因此 , 在 限制 在 K = K'NK” 上, (8.37) 的 第 
一 行 与 最 后 一 行 , 是 依附 在 恒 等 映 射 i: FIK — FIK 上 ,由 


NAA, : milOIK) — p;(O|K) 
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定义 的 投影 分 解 同 构 . 注意 到 MAN TE K LEEFRS, 因此 前 面 提 到 的 同 构 
在 K 上 是 恒 等 映射 . 也 就 是 , 它们 一 起 可 定义 K' UK" 上 的 投影 分 解 . u 


定理 8.16 (投影 分 解 合 并 定理 ) 令 K 是 开 的 单 连通 多 圆 域 DC C" 中 的 
紧 子 集 , 则 存在 开 集 UCC" KECUCUcCDD 使 得 万 上 的 任意 凝聚 解析 层 在 
U 上 都 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 . 


WEAK: 由 Riemann BRASH, ARE D 是 C 中 的 多 正方 形 . W Cn 中 
的 多 正方 形 U, $144 KCUCUCD. id 


U = U1 xX::. x Up, 


这 里 U; 是 z 平面 上 的 正方 形 . 由 关于 层 的 Hilbert 投影 分 解 定理 , D 上 的 任意 
KERZE F, TED 上 任意 点 的 某 邻 域 上 部 有 投影 分 解 . 为 此 , 用 与 边 平行 的 线段 将 
U; 分 解 为 一 些 子 长 方形 . 从 而 将 U 分 解 为 有 限 个 多 长 方形 , 使 得 层 三 在 各 个 多 
长 方形 的 邻 域 上 均 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 . 重复 使 用 引 理 8.15, 可 由 以 下 方法 得 
到 U 财 包 邻 域 上 长 度 有 限 的 投影 分 解 . 

简单 起 见 , 我 们 仅 讨 论 m” = 2 的 情形 . 此 时 , 正方 形 Ui, U 被 分 解 为 一 些 子 
长 方形 的 并 ( 见 图 8.5), E FU, 的 任意 子 长 方形 与 U: 的 任意 子 长 方形 的 积 
上 均 有 投影 分 解 (这 里 的 子 长 方形 是 由 前 面 正方 形 强 分 得 到 的 ). 


对 固定 的 子 长 方形 A C U2, 考虑 多 长 方形 A x Ao, 这 里 A, CEU, 的 分 解 
中 变动 . 由 引 理 8.15, HE U 各 行 , 各 解 可 融合 . 再 对 各 行 利用 引 理 8.15, 就 可 
得 到 U x 4。 上 长 度 有 限 的 投影 分 解 ( 见 图 8.6). 
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图 8.7 


再 对 所 有 子 长 方形 A C Up 做 类 似 讨论 ( 见 图 8.7), 最 终 可 得 到 Ui x U 上 
长 度 有 限 的 投影 分 解 . C 


作为 合并 定理 的 应 用 , 我 们 有 以 下 优美 且 有 用 的 绪论 . 
定理 8. 17 令 太 是 单 连通 多 圆 域 DCC" 上 的 凝聚 解析 层 , 则 对 任意 单 连 


WEAR: 由 投影 分 解 合并 定理 , Z FE KEE D 中 的 某 开 邻 域 上 有 长 度 有 限 
的 投影 分 解 , 自然 在 K 上 亦 如 此 , 即 形 如 


— p(O|K) > F|K — 0 


影 分 解 正 合 列 长 度 有 限 . 由 于 p(O|K) 可 由 整体 截 影 E; cT(K,p 0O) 生成 , H 
up O) = F|K, i FIK 可 由 整体 截 影 (BE;) © T(K,F) 生成 , 结论 (1) 得 证 . (2) 
可 由 定理 8.4 得 到 . u 


A 我 们 先 证 明 Oka 和 定理, 即 解析 子 集 的 理想 层 是 凝聚 解析 层 . 而 后 , 我 


VOU, = {x €Ulfi(z) =- = fr(7) = OF, 


这 里 用 ,…. ,fi 是 Ui FHAR RA, 则 称 V 是 解析 子 集 . 


由 于 V 是 Q 的 闭 子 集 , 知 ze Q\V, 则 存在 开 集 U, € Uz, 使 得 ULOV = Ø. 
因此 , 条 件 (2) 可 减弱 到 ze V 的 情形 . 

E V KR OCC” 的 解析 子 集 , 利用 其 在 Q 上 各 点 处 的 芽 ( 见 第 六 章 ) 的 
零 化 理想 , 可 有 自然 地 构造 O 上 的 层 Ty, RRA V 的 理想 层 . 我 们 要 说 明 , Tv 是 
Q 上 的 0 模 层 Vz € Q, (I) 全 所 有 在 x 某 邻 域 全 纯 ， , 且 在 V ( 清 确 地 次 ， 是 


m {fyly € Uz} 是 O 中 的 开 集 于 是 
ly 一 U (Ty )z 


rEg? 
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是 O 中 的 开 集 . BRTETEN, (Iv): IR Oz 的 理想 . TÆ Iy 是 O 的 理想 
Z, 自然 是 O- 模 层 . 

由 于 V 是 Q WAFER, Yr € QW, 和 存在 Us E€ Uz, Uz NV = Ø, A (Ty) 
的 定义 , Æ xE QW, (I) = Oz. 

以 下 定理 是 O-R Iy 的 重要 性 质 . 


定理 9.2 (Oka 定理 ) Ty 是 O RRE. 


证 明 : 由 于 Iy 是 O 的 子 层 , 只 需 证 Tr 有 限 生 成 . 由 于 Vx e O\V, 存在 
U, € Un. 使 得 U,V = Ø, 于 是 IV, = OU, 自然 有 限 生成 ， 故 只 需 讨 论 


这 里 P= J/Qi,1<i<lLAP,1<i<l#O, 的 系 理想 . 更 进一步 , 在 z 的 某 
邻 域 上 有 


V=VUV--UVM; Vi=locfi; 1ISiISt. 


故 在 此 邻 域 上 
Ty = Ty, M:N Ty,. 


BET Ty, 1 < i < 1 均 为 ORREZ, 由 于 凝聚 是 局 部 性 质 , W Ty 也 是 凝聚 层 . 
故 只 需 讨 论 V = loc P, P 是 素 理 想 的 情形 . 

简单 起 见 , 假定 z = 0 CD. 由 于 证 明 很 大 程度 上 依赖 第 六 草 的 结论 , 我 们 采 
用 定理 6.14 中 的 记号 : 


Rn = nOo, R,/P = RylZk41,* > , Zn]: 
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记 Rn/P 的 商 域 为 My (Zest, +> Zn) = Me (Zeer), 这 里 Mi 是 Re 的 商 域 
对 十 1 <v <n, pv(z) € Rk[z] Æ za 的 首 一 极 小 多 项 式 . 


Dzy — Pi (zk) EP; k+42<v<n. 
D 是 pkpi 的 判别 式 . 由 引 理 6.15, Æ 0 的 某 邻 域 上 有 


V\iD 一 0} — loc{Yk+1; Dzk+2 Wk+2 (Zk+1)) + ,Dzn — Yn (Zk+1) D 一 0}; 


这 里 orrılzarı]) € Rilek] 是 0 点 关于 zk+1 的 Weierstrass 多 项 式 

由 于 Ra 是 Nöether 环 , Al P 有 限 生成 , 设 P = (g1,0,*** » 9r.0)- 取 0 点 元 
分 小 的 开 邻 域 , 使 得 gi, gr 都 有 定义 . 类似 , 存在 0 点 充分 小 的 开 邻 域 , 使 得 
91 Irs Pktis** Yn, Dzk+2 — Yk+2(2k+1) » Den — Yn(zk+1) 在 其 上 均 有 
定义 . 

引入 0 点 充分 小 的 开 邻 域 上 的 理想 层 7, 使 得 其 在 z (z 在 前 面 提 到 的 邻 域 
中 ) 点 处 的 笃 是 由 


gi,°'° Yr. k+l: s Pn, Dzk+2 — Pk+2(Zk+1) °°: , Dzn _ Wn (Zk+t1) 


在 z 点 的 芽 作 为 生成 元 所 生成 的 理想 . 显然 工 各 点 的 代表 元 ( 即 那 一 点 附近 的 全 
纯 函 数 ) EEE V LAS, FET 自然 是 Tv WTE. 奢 能 证 明 在 0 点 某 邻 域 上 ， 


Ty C1, 


则 定理 自然 成 立 . 为 证 明 反 方向 包含 关系 , 我 们 要 做 一 些 准备 . 
简单 起 见 , 将 T 的 生成 元 集 记 为 


g .一 {91 Gr, gd7r 二 1 , gt}, 
TÆ 
T = (9). 
由 于 工 是 O RRES, 故 O/(9) 是 O RRE. 定义 层 同 态 


A in O/(G) —n O/(g), 
f| — [Df], 


这 里 fl 2B fe ,O 的 等 价 类 ， 于 是 Ker( 和 ) 也 是 O BRIE, AT To = P, 
Do ¢ P = To, H P 是 素 理 想 , Al Ker(X)o = 0. 由 于 Ker(A) 是 凝聚 层 , 由 命题 
7.5, 存在 0 点 的 开 邻 域 W, 使 得 在 W 上 Ker(A) =0, 从 而 VD™f €Z,, me Zt, 
y E W, 部 有 fE. 
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IRF. 不 妨 假定 gl ) £0, WZ, D (g1)2 = Oz = (Tv )z. 

AzeV,Hr= = (21°, Uk, Lkt1,°°* ,Tn) £ O. 一 般 来 说 ， Pk+i(Zk+1); 
Pr+2(2k+2)3°** ,Pn(zn) FAE 2 RATA (oe 一 ZI) » (Zn — £n) 的 Weier- 
strass Ei 但 由 Weierstrass 预备 定理 , 有 分 解 


P, ET， ktl<v<n. 


因此 , 不 妨 假定 Weierstrass 多 项 式 B, = pu. 进一步 ， 考虑 分 解 


©, = BP, 


vu? 


XO) 是 B, 的 所 有 满足 条 件 (*) DARA FHF, 不 可 约 因子 满足 条 件 
(x) 是 指 , 其 在 (z1,.… ana) 附近 零点 的 提升 过 点 x ( 见 图 9.1)， 易 知 , 6! 与 
D” BN x ART (z,-x,) 的 Weierstrass 多 项 式 . 


特别 的 , Xf v= k+l, 


deg k+ =X < à = deg ®k+1, 


69.1 Oka Æ # - 179 - 


D? f = > Ajọ; + > B;(Dz; 一 Wi(Zk+1)) 十 rf, (9 1) 
j=k+1 i=k+2 


C* 是 (z1, , 2n) E (21, ,Zk) 的 投影 . 


中 存在 唯一 Y 一 (y1, UL Yn), 使 得 T(y) = y. 事实 上 ， 引 理 6.15 告 
诉 我 们 更 多 : (U,V) 可 看 成 是 r(Vz OV) WERA m, H. 


(Uz VV) = loc ®,,ıN r(U;). 


于 是 Saar El ye yap) 附近 的 零点 集 是 单 页 的 . 由 于 OL. 是 > 点 处 关 
于 (zk+1 - £r+ı) 的 Weierstrass SM, 和 OY, 在 x AMELE, B OY, 是 
Os 中 单位 , 因此 


Ör, E Tr. 


若 x €loc D, PAMARE T, A 9.1 可 帮助 我 们 理解 . 
图 9.1 中 通过 z 点 的 两 条 “曲线 " 是 loc OL, EV 上 的 提升 , 另外 两 条 是 


男 一 方面 , loc F; C loc Zz. 由 引 理 6.15, 


loc Z,\loc D = loc(Zy )z\loc D, 
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Te 

loc Ty C loc(Zv)zUloc D, 
改 

loc F; C (loc Zy)z Uloc D, 
内 此 


loc F} C ((loc Zy)z Nloc ®4,,,) U (loc DN loc kpi). 


由 于 在 x 点 附近 , V\loc D 是 r(V\loc D) 的 入 页 覆盖 , MAW Vy € r(V\loc D), 
Dily, zk) =O RA N MR, A 


loc Ök+1 z N (V\loc D) = Ø, 


TÆ 


loc k41 z (loc Zy)z C loc D, 


因此 
loc F}; C loc D, 


WX De y Fj, 即 存在 mj € Zt, 使 得 D™ e Fj. 综 上 所 述 , 令 


m= max mj, 


l<jgk 
则 
Dr, a E Fj; 1I1SISs 
EL 
D” k41 2 € Te. 
由 前 面 的 铺垫 和 和 
kti © Te. 

同 理 可 得 


©, „EL, k+2<j<Kn. 


有 了 这 些 准备 , 就 可 以 方便 地 证 明 反 方 同 包 含 关系 了 . 
对 任意 fe (Tv)。 由 (9.1), 存在 a € Zt, 使 得 


D°f= ), Ad;+ ), Bj;(Dz;— 5) +74. 
j=k+1 j=k+2 


(Dz; Wj)z; ©, , = (Zv)z， 
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All rf C (Zv)z W AE: 


HET Ta. W fe Tr, FRE xz 附近 ， 
Ty =T. 


这 就 证 明了 Ty 是 O HERTZ. C 


定义 93 AQC PHEA, V 是 Q 的 解析 子 集 . 定义 O- 模 层 
vO = O/Ty. 
若 r E€ QV, (Ivy) = Or, 区 (vO)s = 0. 我 们 有 以 下 O- 模 层 正 合 列 


则 称 上 是 了 EZAR. 
若 f 在 V WATE W 上 满足 定义 9.4, 则 称 FEW 上 全 纯 . 由 于 
(vO)z — O,/(Lv )z, Va E V, 


Vf € yO, 均 为 某 个 到 e Os 在 投影 下 的 像 , BA fr € vO, 的 代表 元 f Ef 的 
代表 元 f 在 V 上 的 限制 . 因此 vo, 是 V 上 全 纯 函 数 芽 环 . 由 (9.2), vO 是 O 
BER. 注意 到 vO AN Hausdorff AS jB]. 4 LEV, f gece vOz, f #g, U; 与 
W, DIJE f 及 g 的 开 邻 域 . 适当 缩小 这 两 个 开 邻 域 , 使 得 


tly, : Vp 一 TV) 
与 

tlw, : Wg — r(W;) 
均 为 同 胚 , 由 于 vy € (Us) nr(Ws)NV, & vO, 仅 含 零 元 素 , 故 vO, EUs N We. 
因此 vO 不 是 Hausdorff ZA. ZH vo 限制 在 V 上, 则 vOIY 是 一 个 环 层 ， 


满足 1 ET vO). 我 们 已 经 知道 vO 是 O RRE. 事实 上 , 可 进一步 证 明 
vOIV 是 Oka 环 层 , 即 yOIV 是 vOIY BRIE. 
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定理 9.5 vOV 是 vOIY 凝聚 层 . 


WEAR: 只 需 证 明 vOIV 的 每 个 关系 层 有 限 生 成 . 任 取 Y 的 开 子 集 U 上 的 层 


n:p(vOlV) — vOIV, 
RO 的 开 集 U, 满足 UNV -U, NEU LERA 


1) . p(vO) vo, 


nlunv =ñ, now = 9. 


在 U, LIES. S U, =U, NV, WU, Æ V HATH, A 93) BST U, LE 


qVvOlV © p(yO|V) 4 vOIV, (9.4) 


\M(Ei)y) = MBi)y, Wye Ur, 1<i<gq 
决定 ; E; Ei = (Elv; 1<i<g 分 别 为 gO 及 avol 的 典 则 截 影 . 由 (9.3) IE 
合 不 难得 出 (9.4) 也 正 合 . 因此 vOIV 是 VO|V FRE. 口 
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大 家 部 知道 微分 流 形 的 定义 , 给 定 拓扑 流 形 上 一 个 微分 第 构 , 等 价 于 给 出 一 
种 拓扑 流 形 上 光滑 消 数 的 合理 定义 . 推广 这 一 想法 , HA Sl TARZAN. 


空间 , xO 是 其 上 复 值 连续 函数 芽 层 的 含 么 元 


定义 9.7 &(X,x0) 与 (YyO) 是 两 个 环 空 间 , f: X — Y 是 连续 映射 . 
Æ Vx EX, Vh E€ yO, 2), hof € xO,, MH f CHEM (X,xO) 5 (Y,yO) 之 
闻 的 了 映射. 
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我 们 对 定义 中 出 现 的 hof 加 以 解释 : h 是 在 点 f(r) 某 邻 域 上 连续 的 函数 
h 在 点 f(r) 处 的 芽 , hof Æ hof Ær RAW. TE, 环 空间 之 间 的 映射 可 诱 
导 环 层 之 间 的 同 态 : vr e X, 此 环 层 同 态 在 蔡 上 的 限制 是 下 面 的 环 同 态 


f YO f(z) =— xO,, 
h — hof. 
若 f 是 单 射 且 f* 是 满 射 , 则 称 f 是 环 空间 之 间 的 单 射 . 


定义 9.8 A(X, xO 和 (Y, yO 是 两 个 环 空间 ,大 f: X—Y LPB 
是 环 空间 之 间 的 单 射 , 则 称 其 为 环 空 间 之 间 的 同 构 . 


此 时 , (f-1)* = (f*)-1, 故 f-!:Y 一 X 也 是 环 空间 之 间 的 单 射 


仔 在 开 邻 域 U € Us, 使 得 环 空间 (U, Flu) 同 构 于 (Gele), 这 里 G 是 R” PF 
集 , e 是 其 上 Cee AAF. 此 时 , 称 X 上 函数 是 0%, 当 且 仅 当 它 是 (X, 万 ) 的 
截 影 , 则 (X, F) 就 有 Cee 流 形 结构 , 称 下 是 Ce PAGE. 考虑 同 构 


I(U,F)=T(G,e), 


称 一 截 影 为 U 上 C” KA, ZEN SI3HER PN Boe G 上 C&O A 


现在 首先 对 定义 9.10 做 进一步 解释 . (1) 就 是 定义 9.9, 故 只 需 解释 定义 9.10 
中 的 (2)、(3) 和 (4). (2) R(X, x0) 在 X 中 分 离 点 是 指 , Yr,y E€ X, £ £y, ® 
有 fET(X,x0), 使 得 f(z) 关 f(y); EHARA ET, Vz e X, 都 可 找到 


Js‘ ‚In EIT(X,xO) 
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给 出 zx 的 开 邻 域 到 Cr RA. 定义 910 中 的 条 件 (3) 类 似 全 纯 域 的 定义 , 即 
对 X 的 任意 紧 集 K, Beata 


K := {xz € X| |f(z)| < Sup|f(y)|, Yf eT(X,x O)} 


也 是 紧 的 . 条 件 (4) 及 (1) 表明 X ERAHZE Hausdorff 空间 , te X Eo0-% 
的 , 即 


A X HAD 1 X 上 全 纯 函 数 在 X 的 每 个 分 量 上 为 常数 . MM, & X Æ 
紧 的 解析 空间 , (X, xO) 不 可 能 分 离 X FAIR, 故 Stein 空间 已 是 非 有 索 的 . 


下 面 , 我 们 将 证 明 Cartan 定理 A 与 B. 为 此 , 首先 介绍 Remmert 定理 . 


定义 9.11 A XF pY RAAI, 若 f 连续 , 且 对 Y 的 任意 紧 子 集 
K, FK) Æ X HTA, HF: X -人 了 为 逆 紧 映射 . 


定理 9.12 (Remmert Æ) 4 (X,x0) 和 (YyO) 是 两 个 复 空 间 , f: 
和 一 ”了 是 逆 紧 全 纯 映 射 , 则 In f= FA 是 了 的 解析 子 集 . 


Projection Analytischer Neugen, Math. Ann. 130 (1956), 410-441 


及 
Holomorphe and Meromorphe Abbildungen komplexer Raume, Math. Ann. 


133 (1957), 328-370. 


下 面 对 Remmert 定理 的 结论 加 以 解释 : 前 面 , 我 们 只 定义 了 C 的 解析 子 
集 , 并 没有 给 出 复 空间 的 解析 子 集 的 定义 . 但 是 我 们 已 经 给 出 解析 子 集 上 全 纯 函 
数 的 定义 , 知道 它 是 一 个 局 部 概念 . TE, BAAR] EZARRI EX. # U 
是 复 空 间 (X xO) 的 开 集 , id T(U, xO) 为 U 上 所 有 全 纯 范 数 集合 . 现在 , 就 可 


这 里 fr 是 Us 上 全 纯 函 数 , 称 V 是 复 空间 (X, xO) 的 解析 子 集 
为 方便 以 后 讨论 , 先 对 一 些 记号 加 以 说 明 
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& A, B 是 两 个 含义 元 1 的 交换 环 , M 是 B- 模 , f: 4 一 B 是 环 同 态 , 则 
可 利用 f 赋予 M 以 ARE. 模 运 算 定 义 如 下 : 
Ax M — M, 


(am a:Mm= f(a):m, VaeA, VmeM. 


令 V 是 C" 中 区 域 9 的 解析 子 集 , F 是 vOIV BEE, 
p:O|V 一 vOlY = (O/Ty)|V 


是 层 投影 同 态 ， 于 是 可 赋予 FU OV 模 层 结构 . 由 于 p EWI, WE F E 
vOIY HERZ, F 也 是 OW BRE. RPE SF BO 的 平凡 延 拓 , 即 若 xev, 
WF, = Fr Bc EAW, WF, =0. 下 上 拓扑 的 定义 类 似 vO: 


{Im g U {02 }zevv|vge F(UU NV, F)}, 


U 取 遍 Q WASTE, 可 定义 F 的 拓扑 基 . 因此 , EHI ORE, FSF 没有 本 
质 区 别 . 不 同 的 是 , 视 前 者 定义 在 整个 E, 而 视 后 者 定义 于 V. 由 于 万 = 0; 
Ve E AW, 故 若 天 作为 vOIV 模 层 , 在 V 上 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 , 则 入 作为 
O 模 层 , 在 2 上 有 相同 长 度 的 投影 分 解 . 

假定 V, W 分 别 为 C 与 Cm 的 解析 子 集 , f :V —W EN 2A, 则 
f VBS wOI 公 到 vOIY 的 层 同 构 f*, 


f*: wO|W — vOIV, 
F |w oy, =fr:g—eof; Vg E€ WO g(a), 


这 里 f: V — W 是 双全 纯 同 胚 等 价 于 f: (V,vOIV) — (W,wO|W) 是 环 空间 
同 构 . 若 大 是 六 上 的 vOIY RB, 则 可 定义 W 上 的 层 Fy, 


(Fp) F(x) .二 Fx. 


F 的 拓扑 与 F 相同 , 即 和 的 开 集 等 同 于 Fr 的 开 集 .利用 ft, MT Fr 以 
wO|W 模 层 结构 , BK wO|W RE Fy Ake F ERZA f 下 的 变换 . wO|W 
模 层 F 与 vOIY RE F 的 拓扑 与 代数 性 质 完 全 相同 . HF EVOV BER, 
VE Fy 是 wOIW HERE. E 和 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 , Fr 亦 如 此 . 
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定理 9.13 (Cartan 定理 A) # (X,xO) 是 Stein 空间 ,三 是 外 上 的 xO 
凝聚 层 , 则 整体 截 影 
H"(X,F) =T(X, F) 
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可 生成 Fr Vn € X. 


定理 9.14 (Cartan 定理 B) 若 (X,xO) 是 Stein ZA, FÆ X LW xO 
BRE, 则 
H"(X,F)=0; Vk>1. 


首先 , 我 们 证 明 Cartan 定理 A 是 Cartan 定理 B 的 推论 . 


WEAR: 对 任意 z e X, 用 [z] RAMS r 的 解析 子 集 , 则 (Tel)z = mz 是 
xO, 的 极 大 理想 , AS y Ax, (Ta)y = xOy. THA xO 模 技 正 合 列 


0 — I — xO nO — 0, (9.5) 


Sy FX, (Iz1O)y = 0; (20): = C. 利用 张 量 积 消 子 , (9.5) 可 诱导 新 的 层 正 合 列 

0— Tn 9 F 25 FS F, — 0, (9.6) 
这 里 Ia OF EF NAR. 由 于 Tel SF IN O BRE, WI, @F ARA 
限 生成 , 从 而 Liz) D F 是 O BEE. 由 Cartan 定理 B, 


H"(X, I 9 F)=0, k21. 
正 合 列 (9.6) TAF ERAGE KIER I 
—+" T(x, Fz) —> 0, (9.7) 


这 里 (z, Fr) = Fr. 由 于 F PRR, MF, 是 有 限 生成 O,- 模 ,又 因为 此 时 
(p @ id), 是 限制 满 同 态 , 故 存 在 有 限 个 fi,… ,大 ET(X, 万 ) 生成 万. u 


在 证 明 Cartan 定理 B 之 前 , 我 们 需要 一 些 准 备 工 作 . 


命题 9.15 AX% Stein 空间 , KK 二 育 是 全 纯 西 紧 集 ,UD KK 是 开 集 . 则 
HEFRWKCOCWCWCURW 邻 域 上 的 取 值 于 Ct 的 全 纯 映射 o, 使 得 
olw 是 W 到 Ct 中 单位 多 圆 盘 的 解析 子 集 的 双全 纯 映射 


WEAR: 不 失 一 般 性 , 假定 U 也 是 紧 集 . 由 Stein 空间 定义 中 的 条 件 (2), 对 任意 
U 中 的 点 , 存在 其 开 邻 域 及 有 限 个 下 (X, xO) 中 元 , RFR BA. C, 这 里 n 
可 能 随 着 点 的 变化 而 改变 . 由 于 U AR, 存在 有 限 个 U, -U EU. 将 实 
MIRER U, Un KAM T(X, xO) 中 元 的 集合 记 为 {fu f} CT(X,xO). 
&U=UxU,N ={(2,y) € Ulz, y 属于 相同 的 UU; 1<i<k} BU WMA 
的 开 邻 域 . 由 于 TT(X, xO) 分 离 X 中 的 点 ,任意 (p,q) € U\N, 存在 FET(X,xO), 


89.3 Cartan 定理 A，B - 187 - 


使 得 f(p) A f(g). 由 f 的 连续 性 , 存在 (p,q) TE X x X PRB N (p,q), 满足 
f(p') # Fa); Y, g) E N(p,q). 由 于 UN\N Æ X x X PRS, 存在 有 限 个 


N pa)» V(ps,4s) 
am U\N; 对 应 的 分 离 点 (p1, 91),… , (Ps, ds) BEARREAN 


PAPER fi, WHE File) # fily). 


HTAR U, PROT RAPE ANSE. 故 fu Sirs 可 将 U RABI 
Cts PRS [BY EE. 


HER PRIA HE It, 存在 p FPSB Up, 使 得 任意 ge Up; |f(q)| > 1. AF OU X, 
存在 有 限 个 Up,- Up, Bm OU, WOW EARN 


fl+stis°** 5 fl+s+r- 


&t=l+str, 则 o := (feee, fo) Æ 
W = {yE U| |f) <1; 1<j<t} 


到 单位 多 圆 盘 A(0,1) c Ct BARA: 只 需 证 明 逆 紧 性 , 令 9 是 A(0,1) PR 
R, MW dS) NW = (S) NU = $-*(S)N (OU UU) = 47 (8) nD, 这 是 因为 
由 W 的 定义 , 任意 pe UW, fio, fe 中 存在 fi, 满足 |fi(p)| > 1. 由 于 (8) 
闭 , HU, 故 8-1(S)NnW = pS nU K. 因此 dw eam Ama. 由 
Remmert 定理 , 6(W) 是 A(0,1) c C 的 解析 子 集 . 由 于 9 WA, dw 是 开 映 射 ， 
i o: W — o(W) 双全 纯 . 口 
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定义 9.16 SEAMS, 若 

(1) pla + b) < pla) + p(b), Va,b E€ E; 

(2) p(Aa) = |Alp(a), VAEC, VaeE. 

$k p: E — R+U0 X E EWR, E 为 由 拟 范 数 p 定义 的 赋 拟 范 线 性 
空间 . 

利用 p 可 定义 ELHFN: AF E 是 线性 空间 , 故 只 需 定义 0 点 开 邻 域 基 , 然 


后 利用 加 法 连续 性 将 其 平移 到 任意 给 定点 , 成 为 那 一 点 的 邻 域 基 . N (€) = {p(z) < 
e| Ve Ee R+) 就 可 定义 0 AFTER Fr 满足 


p(x) = 0 = r=), 


则 p 就 是 E EEK 此 时 E WE Fe IRL AREZ JB]. 


定义 9.17 ZFRAMBZERA, AF 上 有 一 族 拟 范 数 {Dn newt, 满足 

(1) pala) = 0,Vn € Zt 4> a = Q; 

(2) 任 给 点 列 Saptrezı, 若 它 关于 每 个 拟 范 数 pn, ne Zt 3A Cauchy 31, 
则 存在 ap E F, 满足 [arieez+ 关于 每 个 拟 范 数 pn, ne Zt 收敛 到 ao. 

称 F Æ Frechet 空间 . 


注意 到 , EC PRI {pn}n, ne Zt ARP Frechet 空间 以 拓扑 : 由 
于 Frechet 空间 是 回 量 空间 , WAREN 0 点 的 开 邻 域 基 . 为 此 , 定义 集 族 


N(k,e)={zreFlp(z)<e}, kEZt, eeR*+ 


N 0 点 的 邻 域 基 . ERST, Frechet 2 空间 成 为 拓扑 线性 空间 . 事实 上 , 我 们 可 


不 难 验证 (9.8) 中 d(a, b) 确实 满足 距离 果 数 条 件 , HH Frechet 空 
FETCHES ja]. 

A (X,xO) 是 复 空 间 , U Æ X FRE, 则 H?(U, xO) 可 赋予 Frechet 空间 
结构 ， 为 此 , U 表示 为 可 列 个 相对 蛇 开 集 的 并 , 即 
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现在 , 对 me Zr, 定义 拟 范 数 


pn(f) = Sup f(z); VF € TU, x0), (9.9) 


则 T(U, xO) 关于 这 一 族 拟 范 数 成 为 Frechet 空间 : 只 需 验证 定义 9.17 中 的 (1) 和 
(2), 1) 自然 满足 , (2) 成 立 是 因为 , 若 全 纯 函 数列 {a;} € T(U, xO) 在 任意 紧 集 上 
一 致 收敛 , 则 存在 其 局 部 一 致 收敛 极限 a, 满足 a Æ U 上 全 纯 , 即 a e T(U, xO). 

更 进一步 , 对 任意 t c Zr, KU t= 1, 可 在 T(U,t(xO)) 上 定义 一 族 拟 范 数 : 


则 H°(U,t(xO)) 天 于 这 一 族 拟 范 数 成 为 Frechet 空间 . 


定理 9.18 # (X,xO) 是 Stein 空间 , K HX 中 全 纯 止 紧 集 ， 则 对 任意 
f ET(K, x0), 任意 e > 0, RA gE H(X, xO), 满足 


WEAR: 首先 对 T(K, xO) 加 以 解释 : 通常 涉及 的 截 影 都 是 定义 在 某 个 开 集 上 
的 . Æ K EZE, 则 六 eT(K,xO) BH, 存在 开 集 USK 及 feT(U,xO), 且 


fix =f. 


若 不 区 分 f 与 f, 则 f 是 K 的 茶 开 邻 域 VU 上 的 截 影 . 因此 , Æ FET(K,xO), 
则 存在 开 集 UDK, f €T(U,xO). 由 命题 9.15, FERE W SW’, 满足 


KCcW'cW'CWCWCU, 


及 
o = (fises ft), fi €T(X, xO), L<ict, 


使 得 o 将 W WEA SBE AO, 1) c Ct 的 解析 子 集 V, 且 更 进一步 有 


d(W’)=VNA(O,r); 0<r<1. 


fo p`! s H? (V, vQ). 


0 — Ty = 0 5 y0 — 0 (9.11) 
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T(A(0,r'),0) —> T(A(0,r’),vO) (9.12) 


r(A(0,7’), vO) ZT(V’,vOlV’), 


Fly = fod |v.. 
男 一 方面 , AF A(0,r’) SI, 故 任 取 e > 0, 都 可 找到 多 项 式 p, 满足 


Bp 
If-podlx <e, 
这 里 
pop=p(fi,---, fe) ET(X, x0) 
TE 
g=poge HX, xO) 
满足 定理 要 求 . I 


同 理 可 得 下 面 的 推论 . 


推论 9.19 4 (X,xO) 是 Stein 空间 , K 是 X hAth RR, FET(K, 
t(x0)); t € Z+, 则 对 任意 > 0, WA g ET(X,t(xO)), 使 得 


lg — f\lx < €, 


这 里 f = (fu St), 9 = (91,*… , 9t). 
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命题 9.15 中 的 开 集 W 为 复 空 间 中 的 Oka-Weil Sh. 精确 地 说 , AAE W 4B 
域 上 的 取 值 于 Ct 的 全 纯 映 射 $, 满足 olw 是 W 到 多 圆 盘 和 (0,1) c Ct 的 解析 
TV 上 的 双全 纯 映 射 , 称 复 空间 X 中 的 相对 紧 区 域 W 为 Oka-Weil 域 , 精确 
起 见 , 有 时 记 Oka-Weil KA (W, ¢). 
A (X,x0) 为 复 空间 , (V,9) 9 X 的 Oka-Weil BR, F EV EN vO BERR, 
Agp 是 V 邻 域 上 取 值 于 C 的 全 纯 上 映射 , 满足 gv 是 从 V 到 多 圆 盘 A(0,1) c Ct 
的 某 个 解析 子 族 的 双全 纯 映 射 , 因此 , 利用 wwO 到 vo 的 环 层 同 构 , 可 将 FE 
化 为 5(V) 上 的 wwO BRE ,更 进一步 , 通过 对 F 平凡 延 拓 , 可 得 到 A(0, 1) 
上 的 O RRE, 仍 记 为 F, 则 由 定理 8.16, Yr < 1, 大 在 A(0,7) HER U 上 
有 长 度 有 限 的 投影 分 解 . 将 此 投影 分 解 限制 在 UNIV) E, 利用 o, 将 其 拉 回 ， 
从 而 得 到 F E 8-i(A(0,7)) 某 邻 域 上 的 长 度 有 限 的 投影 分 解 , TE, 我 们 有 以 下 


结论 . 
命题 9.20 4 (X,xO) 是 复 空间 , (V,9) Æ X WH Oka-Weil 3&, FÆ X Eb 
xO RRA 4RO<r<1,eFwe=¢t(A(0,r)), 则 
H4(W,F)=0; q>1. 


WEAR: 由 前 面 的 讨论 , 利用 定理 8.4, MARA. 口 


由 定理 8.16, 对 任意 0 < <1, FE A0, r) 上 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 , 由 
前 面 的 讨论 可 知 , 这 等 价 于 FEW = 9-1(A(0,7)) 上 有 长 度 有 限 的 投影 分 解 ， 
因此 有 W 上 正 合 列 
k wO 一 FW — 0, 


从 而 , Vz EW, Fe FH k 个 截 影 


fi; ‚Ik C (W, F) 
生成 , 这 里 
fi = Ei); Lick, 
其 中 EETWkwO) 的 典 则 截 影 . 


命题 9.21 A (X, xO 是 复 空间 , 仍 使 用 前 面 的 记号 , 令 (Vid) XW 
Oka-Weil 域 , 对 0<r<1, 令 W = J 1(A(0,7)), 则 对 任意 V 上 凝聚 层 F, 
HO(W, F) 作为 HY(WwO) 模 均 有 限 生 成 . 更 进一步 , 若 9 是 了 上 另 一 个 vO 
凝聚 层 , 满足 下 面 的 vO 层 同 态 正 合 图 表 


la (9.13) 
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则 存在 a 的 提升 
使 得 在 W 上 有 


证 明 : 由 于 V 是 Oka-Weil 3k, 故 O(V) 是 A(0,1) WRITE. 利用 gv 
到 vO 的 层 同 态 , 可 将 命题 中 出 现 的 层 看 成 是 wwO RR, FEMA d(V) 上 
7 F, 将 其 平凡 延 拓 仍 记 为 F, 则 F 就 成 为 A(0,1) 上 的 O RR, 故 有 OR 


最 后 一 个 等 式 成 立 是 由 于 定理 8.17. $ Ei, ,Bx W HP(A(0,r),kO) BENE 
影 ， 则 


可 生成 H°(A(0,r),O) 模 H°(A(0,r),F), 因此 


alsi) = X kijTj; 2 = L, cee ‚k. (9.16) 


则 可 由 
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k k 

= a) sid(Ei(z)) = > siQ (oi(T)) 
k + 

=), 》 siki;(x)7; (2) 


因此 


在 上 述 证 明 中 , 我 们 首先 使 用 $ 将 Oka-Weil 域 V ZARA Ci 中 多 圆 盘 
A(0,1) 的 解析 子 集 , 然后 利用 多 圆 域 上 的 已 知 结 采 得 到 需要 的 征 论 . 对 


W=6""(A(0,r)); r<1, 


有 其 上 wO 模 层 正 合 列 


0 — K — k w0 — F — 0, (9.17) 
(9.17) 诱导 了 上 同调 群 正 合 列 
0 — H?(W, K) — HO(W,k wO) => H?(W, F) — H'(W,K)=0. (9.18) 


最 后 的 等 式 成 立 是 因为 H!(W,K) = H!(A(0,r),K)=0. 现在 , 由 (9.18), 


H? (W, F) = H°(W,k wO)/H°(W,K). 
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是 子 模 , 故 由 定理 6.18, a(x) € K.. 于 是 a < © HOW K), El HOW. K) 是 闭 子安 
间 . 因此 , 可 定义 商 空间 


H’(W,F) = H°(W,k wO)/H°(W,K). 


WAS H°(W,F) 商 拓扑 , 即 保持 (9.18) PA, 连续 的 最 细 的 拓扑 , 我 们 要 说 明 , 在 
商 拓扑 下 , H°(W,F) 是 Frechet 空间 . 为 此 , 对 任意 紧 集 K, € CHU || - Ix, 
使 得 对 任意 a e H°(W,F), 


lallg = inf{||o|| | o € H’(W,k wO), Ax(o) = ah. (9.19) 
AF FEW 上 的 投影 分 解 不 唯一 , 故 W 上 可 能 存在 为 一 条 层 正 合 列 
— t w0 = F — 0, 
对 应 的 上 同调 群 正 合 列 是 
+ H°(W,t w0) = H°(W, F) — 0. (9.20) 


利用 (9.20), AE MARI || |, BAZN, 这 两 组 范 数 是 否 等 价 ?” 答案 
肯定 的 . 
由 命题 9.21, 下 面 的 W 上 层 同 态 图 表 交 换 


> 
| 


(Ai; )1<igk,1<j<t- 


89.3 Cartan 定理 A,B - 195 - 


取 o e H°(W,k vO), (84% A,(o) = a 且 达 到 (9.19) 中 的 最 小 值 . 由 于 (9.21) 2 
ER, 


uxhx(o)= a 
$e 
k 
0 = > Si Ei, 
i=1 
则 
k t 
h.(0)=) > sihjE;, 
2 一 1 7=1 


t k k 
Ilol = 2 ND sihill SED Isill = clol, 
i=1 ||i=1 K i=l 
ix 
b = max hie; Cj = bt 
由 |l 与 | lk 的 定义 可 和 和 , Ya € H°(W,F), 
lallg < cillallx, (9.22) 
同 理 可 得 反方 向 不 等 式 
lallg < callallx, (9.23) 
TE, 这 两 个 拟 范 数 等 价 . 
现在 令 
W= |) Kn, 
nEZt 
XEKE Kn 满足 


利用 Kn; n € Z+, 可 在 H°(W, F) 上 定义 一 族 拟 范 数 


Pn(‘) — | ' kn; 


则 H°(W, F) 在 由 这 一 族 拟 范 数 诱 导 的 拓扑 下 成 为 Frechet 空间 . 更 进一步 , 此 
Frechet 空间 的 拓扑 独立 于 Knyn € Zt 的 选取 , 精确 地 说 , GRAS K!, 
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与 Ki ie Zt 相对 应 的 一 族 拟 范 数 记 为 
Dp; (-) = || - Ieee 


则 (pi}iez+ 与 {pn}nez+ 诱导 了 相同 的 拓扑 : 这 是 因为 对 任意 K, 必 有 Kn 满足 

Ki C Kn, 反之 亦 然 , 且 由 前 面 的 讨论 , 我 们 定义 的 拓扑 独立 于 投影 分 解 的 选取 . 
综 上 所 述 , 对 复 空间 中 的 Oka-Weil 域 Y KERR TR W, Æ F V EW 

O RRE, M TT(W, F) 有 在 拓扑 癌 量 空间 同 构 意义 下 唯一 的 Frechet 空间 结构 . 


22 4 (X, xO 是 仿 紧 复 空间 , 三 是 xO 凝聚 层 , U HX PHF 
集 , 则 HU, 下 ) 有 唯一 Frechet 空间 结构 , 使 得 每 个 限制 映射 连续 : 即 若 V,U 是 
X 中 两 个 开 集 , H VCU, 则 限制 映射 


TUV . H? (U, F) 一 H? (V, F) 
连续 . 


WEAR: 由 复 空 间 定义 , 对 任意 ze X, 都 有 其 邻 域 W., 满足 Wi EAN 9 
F, MEHR RTF Ct 中 多 圆 盘 A(0, 1) 的 解析 子 集 . 缩小 W, 至 XNo-!(A(0,r)), 
仍 记 为 Wi, M {Wrex EX MH. 由 于 XX HS, 存在 局 部 有 限 加 细 和 覆盖 
{Uihier. 由 一 般 拓扑 中 的 限制 定理 , FERNE {U*}iez, 使 得 


U; CUF CU, NET, 


AU} 紧 . 

由 于 F 是 X 上 凝聚 解析 层 , 由 前 面 讨 论 可 知 , H°(U*, F) 是 Frechet 空间 . 
对 任意 紧 集 K cU}, i |: |k 为 由 定义 的 拟 范 数 ,在 天 cn 则 对 任 
EfeH'K,F), 


SC A X re vr E Hoc F) EX 


因为 Us 是 局 部 有 限 覆 盖 , 满足 U* nC ø 的 U 至 多 有 限 , 故 Ifl ER. BR, 
E C 与 0' 是 两 个 紧 集 , 满足 C co, 则 对 任意 fe H°(C',F), |f\e<|fle. 
对 条 件 中 的 开 集 U, 


{f € H°(U,F) | \lflle<¢, 任意 紧 集 C CU, Vee RT} 
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可 定义 H°(U,F) 中 0 的 开 邻 域 基 , HH 


站 ec 
n=l 


这 里 Crn EATR, 则 此 开 邻 域 基 又 可 表示 为 


{f € H°(U,F)| ||f||.,<s; neZ; Vee R*}. 


读者 可 直接 验证 这 两 个 开 邻 域 集 等 价 . 
我 们 要 证 明 , 上 面 定 义 的 0 的 开 邻 域 基 可 赋予 HOU, F) 以 Frechet 空间 绪 


构 : 只 需 证 明 
1) 对 fe H°(U,F), Æ ||f lle, =0, Yn € Z+, WHE U E f =0; 
2) H°(U,F) RR. 
先 来 证 明 1). 由 前 面 的 讨论 , 有 分 解 


从 而 在 任意 Wa 上 ,7 = 0, 故 在 UU 上 f=0. 
再 来 证 明 2). 令 fk 是 H°(U,F) 中 Cauchy 列 , 则 fa Æ Wa 中 限制 仍 是 
Cauchy 列 . 由 于 H°(W.,F) 是 Frechet 空间 , iX 


daß — 98|WanUa> Jas 一 Jal WanWa, 


于 是 定义 ge HU, F), 使 得 
giw, = Ga; 


则 
fa —gE H? (U, F), n — OO. 


故 H°(U,F) 完备 . 
现在 我 们 证 明 限 制 映射 


ruv : H°(U,F) — H? (V, F) 
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连续 : 只 需 证 明 , 对 任意 固定 V 的 紧 子 集 C, ee Rt, 
N(C,e€) := {f € H?(V, F) | IIflle < €} 

的 原 像 是 0 的 邻 域 . 事实 上 , AR H (U, F) 中 0 的 邻 域 
N(C,e) := {g € H°(U,F) | ||glle<e}; 


则 
ruv(N(C, e)) C N(C,e), 


从 而 ruy Æ 0 点 连续 , HT ruy 是 拓扑 回 量 空间 中 的 线性 映射 , 故 ruy 是 连续 
映射 . 
最 后 , 我 们 来 说 明 , 满足 任意 V cU, 限制 映射 


ruv : H’(U,F) — H°(V,F) 


连续 的 Frechet 2 AAEREN FE: i FE H°(U,F) 上 的 , 使 得 
对 任意 Un C U, 限制 映射 


ruu, : F — H? (Un, F) 


连续 的 Frechet 空间 结构 . AE F 中 f, KAEI f, HT ruu, 连续 ， ru, U„ (fk) 
We oN TU Un (f), AXLE AIE KC Un, | Fk u fix — 0, 于 是 在 前 面 构造 的 
H°(U,F) 上 Frechet 空间 结构 所 诱导 的 拓扑 下 , fe KAE f, 因此 


id: F— H°(U,F) (9.24) 


连续 线性 且 是 Frechet 空间 到 Frechet 空间 的 满 射 , 由 开 映 射 定 理 , 其 为 开 映 射 ， 
于 是 (9.24) 是 拓扑 同 胚 . 口 


证 明 : 令 K 是 U 的 任 一 紧 集 ,只 需 证 明 , 对 任意 € > 0, o € HU, F), #87 
找到 re H%(X,F), 满足 


Ir —ollK <e. 


由 于 UV 全 纯 凸 , BOK OCU, HT 


ls lle |: lle, 
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故 不 妨 假定 K = KE. S W EK 的 开 邻 域 . 由 命题 9.15, 存在 Oka-Weil SX (V, 4), 


取 充 分 大 的 M, 使 得 


由 推论 9.19, 存在 


满足 


TE, #4 


MA 


KCCV CW, 


KcV'=¢ '(A(0,r)). 
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这 里 (Vn, dn) 是 Oka-Weil 域 , 满足 


Vn CVn C Vanni, KCV. 
适当 选取 r, < 1, 使 得 
Wn = dr (A(0,rn)) 


满足 
Vn-1 C Wh C Wn C Vn. 


由 命题 9.21 的 证 明 , 存在 截 影 


o1,°°: ,0k € H’(Wn,F) 


生成 Fr; vr = Wn-1.- 由 于 Wn-1 是 Wn 的 全 纯 凸 开 集 ， 由 前 面 特殊 情形 讨论 知 
H°(W,, F) 在 H°(W,-1,F) FAR, 因此 , Ve > 0, Vo e H°(U,F). 我 们 要 证 明 


Ir E o||K < 27 "€, In — Tn- ll < 2 "e. 


由 于 KK 是 Wi 的 全 纯 凸 子 集 ,六 BAFE. AOUE m,e, m1, HT H°%W,, 
F) 在 H?(Wn-1, F) FAR, 故人 存在 Tn € H°(W,,F), 满足 


十 OO 
Ir-olx < > In — Tr—illk + Irı — ollk < 209 2-") =e. 
n=2 


LJ 


定理 9.24 (Cartan 定理 B) 4 (X,xO) 是 Stein ZU, F Æ X 上 凝聚 解 
ME, 则 
H’(X,F)=0, Vq21. 


69.3 Cartan 定理 A, B 


由 命题 9.20, 适当 缩小 Wa, 不 妨 假 定 


HW,,F)=0, Q21. 


首先 证 明 g > 1 的 情形 . > 


是 F 的 松弛 解 . 由 定理 4.23 K 4.26, 
H(X, F) S HY(X,C(F)); q=0,1,2,---. 


故 只 需 证 明 , 若 (以 后 , 在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 将 6 简写 成 6) 


我 们 将 归纳 证 明 存 在 序列 {gn}, gn € H’(Wn, Ca-1(F)), 满足 
gn|Ww,_i = Yn—l1: 


此 时 , 只 需 定义 


glw, = Jn. 


由 于 FEW. EEH, 特别 的 , 在 Wi 上 和 零 调 . 由 定理 4.26, 存在 


gı € H? (Wi, Cy-1(F)), 
使 得 (在 不 引起 混 消 的 情况 下 , EX |w) 


091 = f. 
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假定 对 n < m, 已 经 找到 需要 的 


BIZE Wm 上 有 


hiw, = 
今 
Im+1 := Gm+1— Oh € H (Wm+1, Cy-1(F)), 
则 


因此 , 我 们 在 q > 1 的 情形 证 明了 定理 . 
现在 证 明 q = 1 的 情形 , 对 


f € H"(X,Ci(F)), Òf = ) 


由 于 F 在 每 个 Wi; n € Zt 上 零 调 , ARE 
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由 (9.24), 有 下 列 层 同 仿 正 合 列 


0 一 全 F , Co(F) — Im oo — 0, (9.26) 


0 — I(U, F) “+ T(U,Co(F)) — T(U, Im ôo) (9.27) 


An lt > |In — In-ı|Ww_; < 9-(n-2) 
TE, 定义 ge D(X, Co(F)), 使 得 
glwa = In := 9nt2 + 2, Ar (9.28) 


H F (Wn, F) 是 Freche 空间 , 故 绝对 局 部 一 致 收敛 级 数 


> hr € (Wn, F), 


k>n+2 
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定理 9.25 令 Q 是 C" FAAR, V 是 Q 的 解析 子 集 , 若 f 在 V 上 全 纯 ， 
则 存在 O 上 全 纯 函 数 f, 使 得 


及 其 诱导 的 上 同调 群 正 合 列 
0 — H? (Q, Ty) +, H? (Q, O) 一 H? (Q, vO) “+, H? (Q, Ty). (9.30) 


HT Iy ERRE, H Cartan 定理 B, 
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定理 9.26 Z0R CO PHAM, Z fo KEIFAAHFE EN 
He NM FEN ESB BH g,- ‚gr, 使 得 


k 
> gifi = 1. 
i=] 
证 明 : 考虑 Q 上 层 同 态 
À: k nO — nO, 


(gl , 8k) — figi tt +; 


这 里 五 .到 是 fo fe 的 芽 . 由 于 fief DARRA, AA EWIT, 又 
因为 Ker 和 Æ k AONTE, 故 有 以 下 层 正 合 列 


0 — Kerr’ 5 k „0 © ,0 — 0. 


由 于 Ker 入 是 凝聚 解析 层 , 由 Cartaon 定理 B, 


H+ (Q, Ker A) = 0. 


TE 
Ar: T(Q,k nO) — T(Q,n0) 


是 满 射 , 故 1 eT(0,,0) ERR, OA. EXM, 存在 


使 得 和 .(g) = 1, BP 


L 


与 此 定理 密切 相关 的 是 着 名 的 Corona 问题 : 令 () 是 强 拟 凸 域 fi, oo ‚Sk JE 
2 LEHREN, 满足 存在 e > 0, 


k 
N |fi(z) e Vr EQ, 
i=l 


问 是 否 存 在 Q 上 有 界 全 纯 函 数 g1,.… ,gk, 使 得 


到 目前 为 止 , Corona 问题 仅 在 n = 1 的 情形 得 以 解决 
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定理 9.27 A~ (X, xO) 是 Stein 空间 ， FHXLyORRE, E ol， ‘ORE 
H°(X,F) 生成 xO, Fr, Vx E X, WM 01, ,ok ER H°(X, xO) 模 H°(X,F). 


WEAK: 考虑 


使 得 对 任意 h = (hi,:… , hy) € (k xO)z, 


S K 是 9 WK, WFE X 上 层 正 合 列 

0 — K — k x0 54 F — 0. 
由 Cartan 定理 B, H(X, K) = 0, 于 是 

px : H°(X,k xO) — H°(X,F) 


是 满 射 . 由 ps 的 定义 , 01,… ,ok 生成 H°(X, xO) 模 H°(X, F). u 
定理 9.28 4 (X,xO) 是 Stein ZU, FEXLXOHRA.KEXY 
Rah, 则 存在 有 限 个 01,… ‚or E H°(X,F) 生成 HO(K,k O) 模 H(K, F). 


WEAR: 由 Cartan 定理 A, H°(X,F) 生成 xO, R Fr, V£ E X. MBE ce XX， 
存在 ci ,ot € H°(X,F), 使 得 cl(z) ,oi(7) ER Fr. 由 于 F 是 凝聚 层 ， 
存在 U, € Uz, 使 得 对 任意 y € Uz, oily) ,oi(y) 生成 Fy BF K = K CR 
存在 有 限 个 Ur 覆盖 K, 记 它 们 的 并 为 U, 对 应 天 的 整体 截 影 的 并 为 o1,…… ,oxk. 
定义 

A:k xO — F, 


则 入 在 UDK 上 是 满 射 . 对 oe HK, F), 由 定义 , 存在 开 集 了 > Kio 可 视 为 
H°(V,F) 中 元 (在 K 上 限制 ). 由 于 K =K 全 纯 凸 , 故 存在 Oka-Weil 域 W, 


KcWcCWcVNU. 


现在 W 是 Stein 空间 , 由 定理 9.27, 存在 


hi; 1<Si<skeH’(WwO), 
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s+ Hermite 流 形 与 Hermite [5 
EM 


在 这 一 草 , 我 们 将 讨论 紧 复 流 形 上 的 Hermite 几何 理论 , 包括 Hodge € 
理 、Kodaira 消灭 定理 、 舱 入 定理 等 这 些 基 本 定理 , 同时 也 为 下 一 章 做 知识 上 的 
VER. 


810.1 全 纯 向 量 从 


设 M 是 一 个 复 流 形 , ERAS). 若 存 在 连续 映射 T :一 一 ， 


1)E,=nr!p); Ype M, AZKA r 的 线性 空间 , PP Ep SC 是 点 p 处 的 


(2) 存在 M HARE {Uso}aer, Ar (Ua) 全 纯 等 价 于 拓扑 积 Us x Ct, Bp 


d 


da: 17 1(Ug) — Ua x C", Vacl 


使 得 


是 复 向 量 空间 E 和 Cr 之 间 的 一 个 C 线性 同 构 . (U,de) 可 看 成 是 局 部 坐标 
领域 , 称 Ua 是 五 的 平凡 化 邻 域 . 
称 五 为 M 上 的 全 纯 向 量 从 . 
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Vp € Ua N Ug, Ua N Ug £ Ø, A bap := da ° $5 len): C” — Ep 4 Cr, 
pap (P) = GL(r,C), 且 Pap : Ua N Up = GL(r,C) Fe AE BEAT, 则 Daß 称 为 E 的 


意思 是 : HE, 上 的 任意 向 量 , FREE 的 不 同 平凡 化 邻 域 的 坐标 ， 则 
AL ARS ARSE FEHR BRE. 由 于 转换 函数 仅 依 赖 于 p, 所 以 不 同 坐 标 间 的 变换 
仅 依赖 于 了 而 与 向 量 无 关 . 例如 , EV € Ep, p € UaNUg, Vi fe V}, 1 <i, j <r 
分 别 是 向 量 V ERR gj :(Ua) 兰 UexCr Fed (Ug) = Ug x C 上 的 坐标 , N 


V* = Vdae(p), (10.1) 


这 里 Ve = (Ve... Ve), VP =(V",--- ,V6), das(p) € GL(r, C) BSRMTpA 
与 向 量 V AR. 
若 bag 满足 如 下 相 容 条 件 : 


(10.2) 


则 称 E, ġo, M (或 简写 成 E) 是 秩 为 7 的 全 纯 回 量 从 . 


事实 上 FB 也 是 一 个 复 流 形 , TER {r (Ua) = Ua x Cacr 是 局 部 坐标 的 开 
覆盖 , 且 投 影 映射 r: E 一 M 是 一 个 全 纯 映 射 

一 般 E 的 秩 不 依赖 于 流 形 M 的 维 数 . 当 E 的 秩 为 1 时 , KE 是 全 纯 线 从 . 

上 述 定义 中 , 转换 函数 das: Ua Us — GL(r,C) 是 全 纯 的 , 这 表明 das 
的 表示 和 拖 阵 中 每 个 分 量 在 Ua N Vs 上 都 是 全 纯 的 . 设 M 是 一 复 流 形 , {U6}aer 
是 MM MA, 右 存 在 Pap, Pap: Ua NUB — GL(r,C), 使 得 Daß 全 纯 且 满足 
(10.2), 则 可 以 构造 转换 上 蚊 数 为 {das} 的 全 纯 回 量 丛 . 

首先 我 们 在 U (Ua x C°) 引入 等 价 关系 . DE (p,aa) € Ua x CT, (q,ag) € 


acl 


Ug x C", 则 (p,aa) ~ (qap) — P = q, 0a = agdap: 根据 (10.2), 易 验 证 上 述 
“nw” 是 | J Uax C) 的 一 个 等 价 关 系 . 令 瓦 = LJ (UaxC")/ ~ 定义 :五 一 M 


acl acl 


满足 x([p, aal) = p, IE [p, ag] 是 (p, aa) 的 等 价 类 , 则 (E,6,M) ERN r 的 全 
纯 向 量 从 , 这 里 Ua; ae I Æ E PE PU BE {das} Ze E 的 转换 图 数 . 一 般 
的 , 所 有 das 属于 某 个 函数 范畴 , MER E 是 这 个 范畴 中 的 回 量 丛 . 例如 , 如 果 所 
有 bog 都 全 纯 , 则 E 是 一 个 全 纯 回 量 丛 ; 如 果 所 有 das 都 是 C%, 则 E 是 一 个 
C 向 量 丛 ; 如 果 所 有 dog 都 连续 , 则 E 是 一 个 拓扑 问 量 从 . 这 里 dos 是 0% 
或 者 连续 的 意思 是 指 das 的 所 有 分 量 都 是 C” 或 者 连续 . 
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在 如 上 定义 中 , E 是 一 全 纯 回 量 丛 , 复 流 形 MMC 分 别 是 底 空 间 和 纤维 . 
GR, E 也 是 复 流 形 , {1 (Ua) X Ua x C} 是 五 的 坐标 覆盖 . 向 量 从 的 概念 不 
仅 出 现在 复 范 畴 , 也 在 其 他 范畴 中 出 现 . 当 M 是 一 实 的 微分 流 形 , E 是 拓扑 空 
间 , $ :五 — M 是 一 连续 的 映射 , 且 对 Yre M, Ej := 171 (rx) 具有 一 个 R(C) 
上 的 向 量 空间 结构 . 若 存 在 M 的 开 和 覆盖 {Us。}oer 和 同 构 da := r (Ua) > 
Ua x R7T(C") 使 得 dale, : Er — (x) x R"(C"); Vz € Ua, EM Ei 到 Rm(C") 的 
R(C) 线性 同 构 . 进而 , AF UanUg #2, bap = a003 :UaNUg — GL(r,R) 
(GL(r,C)) 是 光滑 的 , 则 (E, r, M) 是 一 实 ( 复 ) DEM, 对 应 的 底 空 间 和 纤维 分 
别 是 M 和 Cr 


E _ 人 连续 (0%, 全 纯 ) 映射 f: U — E, £44 ro f= idy. 称 这 样 的 了 是 U 
上 的 一 个 连续 (CO, 全 纯 ) RIB. 用 To(D E)(T(U, E),I(U,E)) 来 表示 这 些 U 上 
的 连续 (C, 全 纯 ) 截 形 的 全 体 组 成 的 集合 . 


WU, ERX r 的 全 纯 回 量 丛 EB 的 平 几 化 邻 域 . 定义 U0。 上 的 典 则 截 形 为 


e*(x) = z (x, (0, , l ,0,---,0)), VeeU,, 1<Si<r, 
i 位 置 


这 里 et 1 < i < 7 是 0。 上 的 全 纯 截 形 , AX Yr E Ua, {ef}, 1 <i <r 生成 纤 
HE Er, 故 称 {ee}i<ixr 是 E 的 局 部 标 架 . 所 以 , 对 于 每 个 全 纯 癌 量 丛 E 和 每 个 
平凡 化 邻 域 Ua, 都 存在 由 VU。 上 的 全 纯 截 形 组 成 的 局 部 标 染 . 更 一 般 的 , 对 于 任 
一 M 中 的 开 集 U, WREE s1,:… ,sr ET(U, E), HL 对 Ve € U, sı(z),--- ,sr(7) 
生成 纤维 Es; BW s1(zx),… ,sr(z) 是 Es 的 基 , MEK s1,… ,sr 是 U 上 的 局 部 标 

iz U 是 M WHR, s: U — EHER, {Ua}acr Æ E 的 平凡 化 邻 域 ， 
WAI slwnw、 可 表示 成 (x, sal£)) € Ua x Œ 全 7-1(0W); 且 ze UaNU, s Æ 
连续 (0%, 全 纯 ) 截 形 等 价 于 sa, a € I EU,NU 上 是 连续 (0C%, 全 纯 ). 若 
s,t € ToU, E)(T(U, E),T(U,E)), 定义 (s+t)(z) = s(x) + t(x), Ve €e U, Mj s+t 
仍然 是 U EWR, s +t e TO(U, E)(T(U, E),T(U, E)). 

进而 容易 验证 TO(U, E)(T(U, E),T(U,E)) 是 关于 上 述 加 法 运算 的 Abel F, 
W) (CU, E),ruv)veu, EM 上 的 预 层 , 这 里 ruy 是 限制 映射 . 用 O(E) 来 表示 
由 预 层 (TU, E),ruv)veu, 生成 的 层 , O(E) RA E 的 全 纯 截 形 芽 层 , 对 每 个 E 
的 平凡 化 邻 域 Ua, O(E)|Ug S rOlUe, XE r BM BA EWR. 

iz X 是 复 流 形 , 一 个 O B 下 称 为 局 部 自由 的 , BAST BE {Ua}acr ME 
同 构 bo : PaOlUa = FlUa; Pa E Zt, 对 所 有 a e IIRA. 特别 的 , GX 是 连通 
的 , 则 pa = po, Va, b € I, M O(F) 是 一 个 局 部 目 由 层 . 相反 的 , E 下 是 连通 的 
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Va € I, r e Z+, WEE M 上 一 个 秩 为 的 全 纯 向 量 从 E, 使 得 O(E). 


因为 FU. S rOUa, 故 可 设 EO, E BR FE U, 上 的 典 则 截 形 : 
类 似 的 , 在 rO\Ug 上 也 存在 7 个 典 则 截 形 FOM . EP. Æ Uan Ug + ø, WE 
Ua N Up E (EY )icicr, (EP )ısicr 分 别 生成 rOIVe 和 rO\Ug. 故 


ES = \ agy EP l<icr, (10.3) 


其 中 a9 5 在 Ua N Ug 上 都 是 全 纯 的 ， FH Pha 一 (a3, <i j<r HE r xT AE ay FFE 
阵 . ARR ooa 来 构造 全 纯 癌 量 丛 EE, 则 F = OE). 


Bl 1. FLA E= M xC", t(p x C") = p; Yp € M, MI 
Jap = Ir; Va, p = I, (10.4) 


这 里 {Ua}aer 是 M WER AEE ae. 


例 2. MM. 这 是 最 重要 的 向 量 从 的 例子 , 也 是 回 量 丛 概念 的 起 源 . 假设 M 
是 维 数 为 n 的 实 微 分 流 形 . M = | ) Ua, Uahacr 是 M 的 包含 局 部 坐标 邻 域 的 开 


acl 


C Ip M, 则 da(V) = (x (p), ‚z”(p),a',--- ‚a"), 


Lee nh. VV = x |, 
Us 是 为 一 _ 个 在 点 p 的 局 部 坐标 邻 域 且 (y1, ,wy"*) 是 Us 的 局 部 坐标 N] 


V € TM 有 为 一 个 表示 v=5 2 ð RELE 
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THERE (10.5) 的 矩阵 表示 


Or" ðr! \ * 
.| dy! Oy” 
(at, ,a™) = (b',--: ,b”) . . . (10.6) 
Ox” Ox” 
dy! dy" / ， 


DziN 


故 转换 图 数 Daß = (35) : Ua Q Ug 一 一 GL(n, R) 是 局 部 坐标 系 之 间 的 Jacobi 


矩阵 的 转 置 , 容易 验证 转换 函数 dag 满足 (10.2) H O” 依赖 于 M 的 局 部 坐标 . 
TM 是 一 秩 为 n WEA. 


Bl 3. 全 纯 切 从 TM). 空间 M 是 一 个 n 维 复 流 形 ，{Vajauer 是 由 
M 的 局 部 坐标 邻 域 组 成 的 开 覆 盖 . 若 (z1,… ,z") 是 Ua 的 局 部 坐标 , TLOM) 
是 所 有 (1,0) 切 向 量 组 成 的 集合 . 考虑 Ua 的 局 部 坐标 , Vp € Ua, Ty"(M) := 


lai € C;a < i < n}, T1(M) = |) T)°(M), n : T™?(M) — M h 
2 一 工 pEM 


n(T,””(M)) =P 所 定义 .那么 n~ (Ua) = U T,” (M), Da: nr (Ug) — Ua xO”; 


j=l Ow) D 
Oz} Azi \' 
ðw! Qw” 
(a!,--- ,a”)= (b',--- ,b”) . . (10.7) 
Oz” oz” 
ðw! — ðw” p 


0z Sig <n 都 是 (w, wr) 上 的 全 纯 函 数 , K das: 


Ua NUg — GL(n,C) 是 全 纯 的 , das 满足 (10.2), X TOM) 是 一 秩 为 n 的 全 


例 4. EARUM roo Q) w M 是 一 个 n 维 复 流 形 ，{Vajaer 是 
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ı=1 peM 
7: T*0(M) — MH n(Te" 9) = p 所 定义 , m 1(Ug) = U Ts (M) 
PEUa 


— = azi’ 
表示 
Oz} Oz” 
(cı, , Cn ) — (di, , dn ) 
Ow” Ow” 
Oz} Oz” 
BY 
1 Ow" Ow" 1 
É Oz} Oz” a 
: | = 1, (10.8) 
cn Ow” u Ow” dq” 
Oz! Oz” 


B gag = dad = (=) : Ua Nn Ua — G(r, C) 是 全 纯 的 且 满 足 (10.2), 这 样 
TU) (M) 是 一 秩 为 n 的 全 纯 向 量 从 
比较 (10.7) 和 (10.8), 转换 函数 的 矩阵 表示 为 g% = (955). 


例 5. i (A,n,M) 和 (B,r,M) 是 流 形 M 上 的 两 个 回 量 从 ,那么 可 以 用 A 
和 B 来 生成 新 的 回 量 从 . 例如 
(1) 4 A 的 对 偶 丛 A*. m: A* 一 M 由 n(A,) = p 所 定义 , AZ = (Ap)* 是 Ap 


w {Ua Jac 是 由 A 和 B 的 公共 的 平凡 化 邻 域 所 组 成 的 M KB {dag} 
和 {oa} 分 别 为 4 A B FRA, 则 4*, ADB AM ABB BRACH HN 
(923); (o nn) 和 Japs ‘X Wap 或 Jaß xX: Daß; 这 里 Jaß ‘X Wap 或 Jap X: Dag 
由 4@ 局 部 标 架 的 排序 决定 . 
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Bil 6. AIT*OD(M). TOD (M) 的 9 次 外 积 , E = A9T*"-9(M), Vp € M, 


Ep = DD Qiz, ig (p)dz N A dz'2\a;,.... vig (p) E€ C}, 


w r: EMER M ERJ r 的 全 纯 癌 量 从 ,U EM 上 的 开 集 , 一 
A E {6 (0,0) 形式 w 具有 如 下 的 局 部 表示 : 


a, € rw, E),1<i<-:-<iggm XE T(U, E) 表示 UV 上 所 有 光滑 截 形 
组 成 的 群 , z!,.… ,z" 是 MM 的 局 部 坐标 

Wwe? au, E) 表示 所 有 U EEE (0,0) 形式 组 成 的 集合 , 对 w,m € ©°9(U, E), 
定义 加 法 运算 如 下 , & 


WA Sara ia ttn,- i, ETU, E); 1 < i1 <- < ig S Mm, Mwt+n7 E c4(U, E), 
e” (U, E) 赋予 这 个 加 法 运算 形成 一 个 Abel 陪 RAUM) (€%9(U, E), ruv Ucunu 是 

一 个 预 层 , 这 里 ruy 是 全 纯 限 制 映射 . EEE) 表示 由 预 层 (€°°(U, E), ruv Ucun 
生成 的 EB 值 (0,0) 形式 芽 层 . KU 是 开 集 , 则 (VU, e049(E)) = es03(D E). Vw € 
T(M, ea(E)) = eo(M, E) M = | | Ua, 每 个 U. 是 E 的 平凡 化 邻 域 , 则 w 在 


acl 
U, 上 具有 局 部 表示 


IS. ea (10.9) 


* 215. 


= > Si, A ig PBajkeß j» (10 10) 
j,k=1 
m l 
Se, =》 SEN. ;gpajk (10.11) 
Í k=1 
Bp 
SÊ = PBa ST; 在 Ua N Ug E, 
这 里 oanl se, 
Ga — H SÊ — 
Oo T Gb T 


一 个 截 形 . 4 L = x2 有 Eigse) = 0, AW pap 是 全 纯 . HA SE T(M,E), W 
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其 中 O(E) 是 E 的 全 纯 截 形 芽 层 . 

由 OO = 0 和 Dolbeault 定理 , (10.13) 是 一 个 层 的 正 合 序列 . 根据 定理 4.33, 
e994(B), 0 S q <S n BERMIELNFTH, 尽管 定理 的 证 明 只 适用 于 C. 定理 
4.33 仍 适用 于 复 流 形 , 因为 当 单 位 分 解 存 在 时 , EHNER. 因此 (10.13) 是 层 
O(E) 的 零 调解 , 由 定理 4.26, O(E) 的 上 同调 群 可 由 下 面 M 的 截 形 序列 得 到 . 


0 — O(E)) — H(M,e” °(E)) 一 -一 H(M,e" (E) 


2, ... 2, H(M,e%"-1(B)) -— H(M,«*”(E)) 0, (10.14) 


Bp 


H°4(M, E) = H2(M,e°" (E) ) 
_ {we T(M,e"*(E) | dw = 0} 
{On | n € T(M, %9-1(E))} © 
H®°(M, E) =T(M,O(E)). (10.15) 


引入 截 形 的 根本 目的 是 研究 HI(M,O(E)),0<q<n. 4M 是 紧 复 流 形 时 ， 
证 明 dimcH®4(M, E) < +oo 的 可 行 的 方法 , 是 将 上 同调 群 和 调和 形式 联系 起 来 
并 讨 ; OFIRI KIRE. 在 讨论 调和 算 子 的 解 时 ， 我 们 需要 延 掏 Tr(M, g0. (E) 到 
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首先 我 们 需要 在 E 的 全 纯 癌 量 从 和 底 空 间 流 形 M 上 赋予 度量 . 
设 M fi n 维 复 流 形 , TIM) Æ M 的 (1,0) De BA, 有 时 称 TH0(M) 为 
M 上 的 全 纯 切 从 .. 


定义 10.3 一 个 Hermite BE ds’ 是 指 内 积 的 集合 {(.,…)p}pem, 使 得 
(1)VpeM, (n), Æ Tp (M) £# Hermite AR, FP Yn,CET;"(M),Vei,c2 € 
C, (€,€) > 0; E (6,6) =0 的 充 要 条 件 是 &=0, (c16 + can, C) = er (£, C) + c2(n, C) 
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FE U 上 的 C™ 函数 , 满足 gg = I, 这 个 Hermite 度量 可 写成 ds? = 》 gdz Q 


ij=l 
dz). 由 于 当 & 关 0 时, (€,€) > 0 BBM g = (9:3) 1<1,5<n > 0, BY g = (93)1<i,j<n 
是 正定 Hermite 矩阵 . 


给 定 Hermite 度量 的 复 流 形 称 为 Hermite 流 形 . 

M 是 n 维 复 流 形 , WM 是 Qn 维 实 流 形 , 2, ,z" 是 一 个 局 部 复 坐标 
系 , zt = 二 7T 十 V-1yi, 1 Si <n, M) (z',2?,--- x”, yt, yn) 是 同一 坐标 邻 域内 
的 局 部 坐标 系 . Vp € M, 则 T,(M) 是 M 在 点 p 处 的 切 空间 . 由 于 M 是 实 2n 


尽管 定义 (10.17) 是 由 局 部 坐标 21,- 2" 所 定义 , 容易 验证 (10.17) 不 依赖 于 复 
流 形 M 上 的 复 坐 标 z!,… 2”. GRE J: CSTM) — C@T,(M), > 


Ozi 2 \Ori Oy’ Ozi 2 \ Oz’ Oy’ 
则 
le) (ae) = 3 (ae tae) 
u > (a 5 V Az 
IF = 5 (7 (35 +v-1 (2)) = (2 - A) 
= > (32 y zn) = -vza 
因为 J? = -id, a 是 J 的 具有 特征 值 Va 的 特征 向 量 
a 是 J 的 特征 值 为 -V7 的 特征 向 量 , 而 且 这 是 J 作用 在 TM) 


的 所 有 特征 回 量 . 任意 n 4E Hermite 流 形 M, 可 看 成 实 的 2n 维 光 清流 形 , # 
ds? = > g;;dz" ® dz) 是 Hermite 度量 , Hermite 度量 矩阵 G = (gi) 是 一 个 


2,j=1 


. 218 - 第 十 章 Hermite 流 形 与 Hermite HBA 


由 dz* = da® + /—1dy*,1<k<n, M| zt,- x”, yt, ‚EM 的 实 的 局 部 
坐标 ， 


i=1 


vP = (v,0) = (a,b) (4, a) (4) 


— a Aat + bBb! — bBa’ + aBb' 
= (a + V—1b)G(a — V-16)' > 0. (10.19) 


显然 是 对 称 的 , Vo = > (a 0 + b° =: Æ 0, 


因此 (10.19) 是 M 上 的 一 个 Riemann 度量 . 这 里 (a+V-1b) = (a' 十 V 一 10,…， 
a” + v-1b”), (a — V-1b) 是 相应 的 行 问 量 . 这 个 诱导 的 Riemann 度量 具有 J- 不 
变性 质 , BI YV, W € T,(M), Vo € M, 


(V,W) = (JV, JW). (10.20) 
Fr 
y=S (e202), wed (lee) 
则 
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相反 的 , EM 是 一 个 n 维 复 流 形 , 具有 J- 不 变 Riemann 度量 , 那么 这 个 J- 
不 变 Riemann 度量 是 一 个 Hermite 流 形 的 诱导 Riemann 度量 . 假设 (z1,--- ‚z”) 
是 一 局 部 坐标 系 , zi = rt + J—ly’, 1 < i <n, Rieman 上 度量 具有 如 下 表达 式 


A B\ [dr 
ds? = (dz, dy) ”| 
C D dy“ 


这 个 Riemann 度量 的 本 不 变性 质 表 明 A = At, A = D,B = B, B = -C, N 
ds? = dz(A + V-IB)dz 是 一 个 Hermite 度量 , 并 且 这 个 J 不 变 Riemann 度量 
显然 是 这 个 Hermite 度量 诱导 的 Riemann FH. 

设 E 是 秩 为 > 的 n 维 复 流 形 M EDS BA, 类 似 于 在 Ti(M) 上 一 
样 , 可 以 在 E 上 赋予 Hermite 度量 . 


定义 10.4 向 量 丛 E Li Hermite 度量 是 Ep LAR (.,-) 
合 , 满足 如 下 条件: 

(1) {-,-}, Æ Ep + Hermite 内 积 ; 

(2) {-,-}, Æ M 上 光滑 , PP M 上 的 任意 开 集 U, 51,52 ET(U, E), 则 (sı, 82) 
是 U 上 的 光滑 函数 . 


Ww {Uahaer JE E 上 的 平凡 化 邻 域 ， ea 1)……… ,Car 是 a !(U,) 上 的 全 纯 标 架 ， 
(Pap } 是 关于 平凡 化 邻 域 {Ua}ael 的 转换 函数 . 令 


p 


{En ah (P), (10.21) 
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这 里 Ela) = GATE ,Ea)) 是 1 THE, Na) 也 是 行 了 问 量 . 设 Ug 是 E HA 一 个 平 
几 化 邻 域 , pe Ua nN Ug, W 


f=) Eye = I Elp)epa 
入 二 1 A=1 
H 
S(a) = SM Pah: | (10.22) 
{En} = Ea) hay = Ebah dapiiiay = Ea hh Hay 
故 在 Ua Ug E, 
hP = pagh Fag (10.23) 


一 个 赋予 Hermite 度量 的 全 纯 回 量 丛 称 为 Hermite AGRM. 
定义 105 车 线性 算 子 D:T(M,E) —T(M,c(E) 满足 如 下 条 件 


D(fs)=d8S+fDs, (10.24) 


VseT(M,E), feT(M,e), N) D RA E LOK. 
IX Ua JE E 的 一 个 平凡 邻 域 ， ea,ly''"»Ea,r JE Tn (Ua) ERIK, 则 根据 年 


Ds = ds(a)e(a)* + s(a)O(a)e(a)’, 


这 里 s= (s1,:… , Sr), O(a) = (0°) E r xr HE, 其 元 又 都 是 关于 标 架 ela) 的 
1- 形 式 , O(a) 称 为 关于 标 架 ela) 的 联络 和 矩阵 . 
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Us Æ E 的 为 一 个 平 几 邻 域 , H Ua N Ug 4 Ø, WHE Us Ve E, Ds 有 男 一 
个 表示 


事实 上 , 易 验 证 此 公式 对 如 下 任意 两 个 标 染 都 成 六 ， 


e = (e1,... ‚er), d = (dı,:--- ,d,) 


是 x-1(U) 上 的 两 个 C” 标 架 , 9(e) 和 O(d) 分 别 是 关于 标 架 e 和 a 的 联络 和 矩阵， 
这 里 U 是 M 中 的 开 集 , 使 得 
et = Ad’. 


这 里 4 是 一 个 + xr 非 奇异 矩阵 且 4 中 所 有 元 素 都 在 U 上 是 Co 的 , 则 
be)=d4.4 + AY(d)AT'. (10.27) 


E 存在 很 多 联络 , 因此 可 以 做 如 下 约定 , 使 Hermite 回 量 从 上 的 联络 具有 一 
种 典范 的 取 法 . 
1)& D = D' + D", XH# D’:ec!(E) — «' (EB), D':e'(E) —e"(E) 是 
投影 映射 . # D” = 0, 称 联络 D 与 复 结构 相 容 . 
(2) 看 
d{E, n} = {DE,n} + {€, Dn}, (10.28) 


这 里 &neT(M,E),#k D 与 Hermite 度量 相 容 
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5| 理 10.6 %XEX* Hermite WEA, 则 E 上 存在 唯一 的 联络 万 与 度量 和 
复 结 构 都 相 容 . 这 个 联络 D HHA E EH Hermite 联络 . 


LE RH: 设 e = GRE - Er) JE E 上 的 全 纯 标 架 ， hs = 一 {ea, eg}, 右 这 样 的 D 
存在 , KT e 的 联络 矩阵 9 一 定 是 (1,0) 型 , AW D’e=0, W 


Bp 


Oh = Oh. 


故 0= Oh .h-! 是 唯一 解 , 这 里 h = (has) 是 一 个 > xr 的 Hermite E EAR. 
we= (el €r) 是 五 的 一 个 西 标 染 , 即 {ea,e8} =0a,8;1<0a,8 Sr, 则 


0 = d{e;,e;} = {Dea, eg} + {ea, Des} 
一 {0arer, ep} 十 {€a, Qorer} = Fag + OBa, 


故 联络 矩阵 0 RT RET Bee Hermite 反对 称 的 . 
现在 延 拓 这 个 联络 算 子 到 D:T(M,er(E)) — T(M,ert!(E)),, 1 < p < 2n, 
由 Lebnitz ll 
D(Y Aa) = dy ®a+(-1)PWA Do, 


这 里 y € T(M,er),o eT(M,E). 特别 的 , is D? : (M, E) — T(M,e’(E)), 


= —df ® Do + df Do + fD*o = f Do. (10.29) 


(10.29) 表明 了 一 个 重要 的 性 质 , 即 D? ET(M,e) 上 和 是 线性 的 . & e 
(el,… ,er) 是 E 的 局 部 标 染 ， 


D?’ é = O(e)ef, 
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这 里 e= (e1, ,er) 表示 成 行 癌 量 , O(e) PRA Hermite EM E RT e 的 
曲率 方 阵 . Ole) 是 7 xr BE 其 元 系 部 是 2- 形 式 , 大 e = (el,--- ,e') 是 万 一 个 


标 染 ， 


由 (10.29), 故 
Ol(e’) = AO(e) A’. (10.30) 


@(e) = db(e) — 9(e) A le). (10.31) 


dO(e) = —dO(e) A 0(e) + Ae) AdY(e) 
= —(O(e) + Ole) A A(e))AP(e) + Ole) A O(e) + le) A 8(e) 


dO(e) — Ole) A O(e) + (Ole) A A(e)) =. (10.32) 


= ðb (e). (10.33) 


(10.33) 表明 O(e) 中 的 所 有 元 素 都 是 (1,1) 形式 , (10.31) 表明 曲率 矩阵 中 的 所 有 
ICRA FAEM ERRARE (1,1) PA, 
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t 


O(e)+ O(e) = db(e) + d(e) — Ole) A A(e) — Ae) A Ae) 


故 曲率 矩阵 Ole) 关于 任何 丁 标 染 都 是 Hermite 反对 称 的 ， 

现在 考虑 复 流 形 M 上 两 种 特殊 的 全 纯 癌 量 从 

(1) 全 纯 切 从 TOM), BEX r = dimcM 的 全 纯 回 量 丛 , #M 已 经 被 赋 
FI Hermite 度量 (., .), 其 局 部 可 表示 为 


ds” = gijdz’ & dz). 


D ð — 
这 里 Jij 一 (zu Z) = ji- 

用 w 表示 Hermite 联络 矩阵 , 9 表示 其 在 自然 标 架 Ge 7 =) 下 的 
曲率 和 矩阵, 则 有 


XE g= (gu) 是 M 上 的 Hermite 度量 矩阵 . 一 般 的 , We Œ T)°(M) 的 一 个 标 
架 , 在 此 标 架 下 的 Hermite 联络 矩阵 和 曲率 矩阵 分 别 是 wle) 和 Q(e), N 


Ne) = dw(e) —w(e) Aw(e). 


(2) 全 纯 线 从 L, Bl r = 1, 此 时 Hermite 矩阵 局 部 地 是 一 个 正 函 数 h. 设 
{Uahacr ÆRA L 的 平凡 邻 域 , 则 Hermite 度量 {ha}aer HE TRIER, 使 得 


ha = |ġbal he, TE UanUg E. 


其 联络 形式 是 
§=Oha-ha = Ologhg. 


曲率 形式 
8 = ð log ha =00logh， 在 U 上 ne E. 


最 后 一 个 不 等 式 成 立 , 因为 pag 是 Ua N Us EWEA RZ. 

命题 10.7 REXRAB M 上 的 Hermite WEA, VpeM, 存在 全 纯 局 
部 标 架 e' 使 得 

(1) h(z) = I + O((z|*); 

(2) (0) = ddh(0). 
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证 明 : 首先 选取 局 部 坐标 z!,…… 2” 使 得 z(p) = (z1(p),---,2"(p)) = 0. 5 
外 对 于 点 p, EFE p 的 某 开 邻 域 的 全 纯 标 架 e, KF e 的 度量 矩阵 用 hic 
Z, 则 有 h(0) > 0, 故 存在 非 奇 异 和 矩阵 B, 使 得 h(0) = BB’. 取 新 的 全 纯 标 染 
f = Be, 则 关于 标 架 f 的 度量 矩阵 h 适合 h(0) =T, 


h = hl, u S = S(z) . 分 解 S) = — O12) + te) Si(z) 和 So(Z) BTCA A 


故 Si ) = 52(2 ) So ) = 5G) 因为 $1(0) = 0, 因此 T- Sı (2) Ep 的 一 个人 


的 度量 矩阵 m 


h' = (I — Sı(z))(T + S1(z) + Si(z) + Oll) - Sı(2) ) 


=1+O((z|*), 
易 验 证 在 p 的 某 开 邻 域 中 (h) = I + O(|z|*). 故 


Q(z) = (ðk - h'”") = ðh + O(|z]?). 


特别 的 
(0) = 00h(0) 
a 
考虑 关于 Hermite 度量 ds? = = gyde Ode WEHA T°(M), 这 里 zi,:…， 
en 是 一 个 局 部 坐标 系 . — … ,二 是 一 个 标 架 . 则 在 此 标 架 下 的 曲率 矩阵 为 


AG sh PRAY HY SEK, Rg; 一 Rijk19 M BRAY Hermite MIE M g Ricci JKE, 这 里 
9%5 是 度量 矩阵 9 的 逆 和 矩阵 中 的 元 素 . 
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ÆX 10.8 iX M 是 一 个 Hermite HG, 度量 为 ds’ = gijdz’ & dzi. & 
Kahler 形式 
vi 


d= gizdz* A dz) 
是 闭 的 , PP db =0, 称 M 是 一 个 Kähler mÉ. 


命题 10.9 ”对 于 Hermite 流 形 M, 如 下 情形 等 价 
(1) M ze Kahler 流 形 


(2) wi =T} dz" 是 是 局 部 联络 形 AMARA, 则 工 = T$}; 


j 
(4) VpEe M, 存在 一 个 局 部 全 纯 坐 标 系 Zi, ,z", 使 得 gi;(p) = ij, dgij(P) = 
0, 这 样 的 局 部 坐标 称 为 在 p 点 正则 . 


v-1 o Ö 
ur l Jij qzk 人 dzi A dzi + Jij 


Do ok dz" A dz* A dz = 0, 


WEAR: (1) > (2). dd = 


vl 1,7 gn. (10.34) 


Ogit z ogis Ogkt zi Ogks 
7 2 t ts BE 5 I _ 加 t7 — S 
gjsl ik 一 ð Ey "958 u Azk E gjsl ki = 933 Oz 4 一 Ox 
故 

gis _ OgIks 

ak = Ba ıLsıkssn, 
上 面 不 等 式 的 共 固 是 

O9si _ O9sk l 

azh — Axi l < l, k, S < Tl, 


bX (10.34) L, BY d@ = 0. 

(1) => (3). AF © 是 一 个 实 的 闭 (1,1) ER, WORTE Poincaré 定理 , 存在 
一 个 定义 于 p 的 邻 域 的 1- 形 式 H, 使 得 © = dH, H = H” + H 是 其 (0,1) Æ 
式 和 (1,0) 形式 的 分 解 . HT B EIN, 故 
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HF ® Æ (1,1) ER, X OH" = 8H”! = 0, WARTE Dolbeault 引 理 , 存在 
一 个 0% 函数 F ENF p 的 某 邻 域 , 使 得 Ho! = OF, H = OF, 则 


® — 0H’ + 8H” = 00F + OF = 00(F — F) = V—-100¢. 


(1) = (4). 通过 一 个 常 值 的 坐标 线 性 变换 , 不 妨 设 z(p = WEEET 
gij(P) = bij, 1 < ij Sn 现 定义 一 个 新 的 全 纯 局 部 坐标 (Z, n) 


最 后 一 个 等 式 是 根据 (10.35), Og(p) = OB(p). 
AHA, Vp E€ M, 存在 局 部 全 纯 坐 标 2, , Zn, 使 得 其 对 应 的 Hermite 度 


量 方 阵 满足 dg(p) = 0, M) dö(p) = oz, (p)dz* A dz? = 0. u 


ix M 是 一 个 Hermite 流 形 , M dpa) EAN Riemann MIÉ, 称 其 为 这 个 Hermite 
流 形 诱导 的 Riemann Wise. Riemann 流 形 具有 Levi-Civita 联络 D°. 一 般 的 ， 
Levi-Civita 联络 和 Hermite 联络 D 并 不 一 致 . 1 e = (€1,°°* ,en) 是 T°(M) 的 
一 个 局 部 标 架 , (91,… , 6") 是 其 对 偶 上 标 染 . 即 每 个 t; 1 <i <n 是 一 个 (1,0) 
ÉA, A $i(e;) = dij 1 <i,j <n. 则 得 到 Cartan 丝 构 方程 


(10.36) 


228 - s+ Hermite 流 形 与 Hermite DEM 


这 里 7 = (m, m) 是 一 个 张 量 , Pr A Hermite VERREIER. 显然 , r 是 
一 个 2- 形 式 的 张 量 . 通过 一 个 标 架 变化 et = Aet, d = 6(A)—!, 相应 的 联络 矩阵 
©, 曲率 矩阵 O 和 搁 率 形式 7+ 满足 


“a 


D = AwA~!'+dAA7!, Q=ANA", F=7AT, 


故 7 的 形式 在 标 架 变换 下 是 不 变 的 , HT e 是 一 全 纯 标 架 , 则 dd 和 oag RE 
含 (2,0) 形式 , 故 r 必然 是 由 (2,0) 形式 组 成 . + = 0 等 价 于 M 是 Kahler W, i 


(an) 是 一 个 局 部 全 纯 坐 标 (35 7 3) 是 一 个 标 架 , 其 对 偶 上 标 架 


o 7 O 2 ` 
7; 二 0; 1 < i<n SMF 21 = Iki. <ikl<n, 证 毕 . 
Oz* Oz) 


根据 命题 10.7, 可 知 在 Kahler 流 形 的 任意 点 上 ，Kihler 度量 和 Cr 中 的 
Euclid 度量 的 局 部 差别 是 二 阶 无 穷 小 , 故 在 适当 的 局 部 全 纯 坐 标 2',--- F, 
VpeM,z’(p)=0,1<si<n, 


Bl Og(p) = Og(p) = 0g *(p) = Og~*(p) = 9, 


D = 100d. 
故 924 
Jik = izka l<l,k<n 
因此 
ote 


=- 280 omaa(o) (10.37) 


命题 10.10 4 M Æ Kahler AGH, 有 
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命题 10.10 可 根据 (10.37) 和 张 量 等 式 不 依赖 于 标 染 的 选取 得 到 ， 因 此 其 
Ricci K# 
Rij = ikg” = Rang" 一 0;((0;.91%)9" )- (10.38) 


命题 10.11 Ri; = 0;0; log det g. 


因此 Rij = = Rpujg™ = Riy = OV); 

(10.38) 仅 在 Kahler 流 形 上 成 立 Z, 在 一 般 的 Hermite MIELE Ricci 张 量 的 定 
义 为 Kj, 一 Rang". 

定义 10.12 VE,n € T)°(M). 


全 纯 双 截 曲率 为 
R(E An) = Rn NS, (10.39) 
、 ,0 ,0 ð ð 
议 车 上 一 上 A, 7 一 了 7 di ijkl 是 在 自然 标 架 下 的 曲率 张 量 del? > Aen’ 
全 纯 截 曲率 是 
R(E) = - Ru WEHT (SE, (10.40) 
Ricci 曲率 是 
Ric(£) = -R, MENGE), (10.41) 
在 pe MAUREA 
R = -R;;g”. (10.42) 


T}°(M) 是 一 个 Hermite 全 纯 切 从 , 其 几何 性 质 与 Hermite MÉ M ABR 
YER. 

it (E, h) 是 一 个 复 流 形 M 上 的 Hermite HJEM. EX FE 的 曲率 形式 如 下 : 
假设 u,v € T(M, E), 定义 (1,1) ER 
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Ryvus ‚= Oxus(X, Y). 


Rxyuo 一 Ryxva: 


C 
4X €T)}°(M), u € Ep, H (X, X), = 1 = {u,u}p = 1, B Rxgzua A (E,h) 
feu MX 方向 的 曲率 . (E, h) 称 为 具有 正 曲 率 的 当 且 仅 当 Rxxws > 0, 对 于 
vpe M, uc Ep Hu#0, XET” AX FO. 
下 面 在 全 纯 回 量 丛 中 引入 等 价 概念 , 以 后 在 第 十 二 章 中 会 用 到 


定义 10.133 EF Ee 是 复 流 形 M LHWAAAHBA MSA, m: E — LE 


(2) m | Er: Er — El 是 线性 映射 
则 称 m REIT SARS MAT. 


显然 , GE, E'M E" EE M EWA BA, m: E — F, m : E! — E" 
分 别 是 从 E F) E, 从 E 到 E' 的 全 纯 回 量 丛 的 从 映射, 则 mi om: E — E" 
仍然 是 一 个 全 纯 回 量 丛 的 从 映射. 


定义 10.14 REF Ee 是 复 流 形 M 上 的 两 个 全 纯 向 量 丛 , m: ESE’, 
m’:E'— E RAA DEA BBW, € mom: E — E ¥ mom’: EF —E 
分 别 是 E f E 上 的 恒 等 映 射 , 则 称 m (或 m) 是 全 纯 向 量 从 的 自 同 构 . 


定理 10.15 m: E — E' 是 一 个 全 纯 向 量 从 的 自 同 构 ， 当 且 仅 当 存 在 
qa : Ua — ae C), Va E 了 是 全 纯 映 射 , 这 里 {Uajaer Æ Ef E' 的 公共 平凡 


MOAR IRE Be, 人 


daß = Iabop%g - (10.43) 


{gap} 和 {oho} 分别 是 EREWRRER, 
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m(e?)= >_ ee, (10.44) 


m:E'—E, 
根据 问 量 从 的 目 同 构 , 有 


故 矩 阵 da = CHOICE = = s$) 是 非 退 化 的 ， 有 日 由 于 标 染 {e? Higigr 和 {ei higigr 
都 是 全 纯 的 , 故 qa : Ua — GL(n,C) 征 全 纯 的 . 
Æ Ua N Ug £ Ø, 则 有 


e? eS ef 
m = da | 一 daag 
eo e’ ef 
万 一 方面 ， 
e? ef er e p 
m| : | =M | ag = þapM | : | = PaBgp 
eo ef ef e p 
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则 m’ 是 个 全 纯 向 量 从 的 从 映射 mom’ = idp, m om = idg 是 显然 的 . 
X r=1, 8 Li, L2 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 线 从 U = {Ue leer 是 M WAS 


FA 则 140 E€ I (Ua N Ug, O*);4 = 1,2. 

Æ Ua NUg NU, E, 有 ot) by go) = 1; i = 1,2. 

上 述 等 式 表 明 9 = 69) i = 1,2 是 C1(U,O*) 上 的 一 个 1- 闭 链 ， 即 
o € 2Z1(U,O*);i = 1,2. A Li 同 构 于 Lo, 根据 定理 , 存在 全 纯 函 数 ha € 
LT'(Uoa,O*);va E I. 


— 1 
$3643 =hz'hp; Æ UaNUg E. 


等 式 表明 h = (ha)aer € COU, O*), ôh = GGA”, M AM = (657), 09 = 
2) 可 看 成 相对 于 覆盖 U 和 系数 O* 的 1- 闭 链 , WG, 6 属于 HU, 0*) 
的 同一 等 价 类 . RZ, H1(U,O*) 中 的 每 个 元 素 是 M 上 全 纯 线 从 的 等 价 类 . 

对 每 个 复 流 形 M, 上 同调 群 H1(M,O*) 是 H1(U,O*) 的 直接 极限 , BI 

H'(M,O)= lim H+ (U, O*). 
U 

上 述 直接 极限 是 对 MNNEFFLNN, 故 Hi(M,O*) 中 的 每 个 元 素 一 定 
在 某 个 H1(U,0*) 中 具有 一 个 表示 元 素 . 因此 H1(M,O*) 中 的 每 个 元 素 也 都 是 
M 上 全 纯 线 丛 的 等 价 类 . 


第 十 一 章 Hodge 定理 


本 章 的 主要 内 容 是 证 明 Hodge 定理 . 我 们 将 在 E 值 的 微分 形式 上 引入 内 
只 和 Sobolev EL AAZ NAIA ETE. 在 本 章 最 后 , 我 们 还 给 出 了 
Garding 不 等 式 、Sobolev 引 理 和 Rellich 定理 的 证 明 方 法 , 它们 在 证 明 Hodge 定 
理 的 过 程 中 起 到 了 关键 作用 . 


811.1 Hodge 定理 


设 M 是 一 个 n HERI, 其 Hermite KEN ds? = g-dz' Q dz). 相应 的 
a /—1 | | vr > en 
Kahler 形式 © = -z 9,542" 8 dz 是 一 个 实 的 (1,1) ER, 它 的 体积 形式 为 


1 1 (v-I\ | | 
一 中 = 一 (=) 91,7, e Jin 5 dz" A dZ?! 人 人... 人 人 dz" Adz?” 


1 (v-1I\ 
一 ”一 一 (=) Gi, Jin in Sir sin ins jin dz! A dz! Aee Adz” Adz” 


/一 TAN\ 
— (=) gii gnj dj indz! A dZ} A+++ A d2” A dz” 


= (5) det g dz! A dz! A--- Adz” A dz” 


n(n—1) /VIN 
= CF) det g dz A-+- A dz” Adz A-+- Adz” 
= det g de! A dyt A --- A dz” A dy” 


n(n—1) 


= (-1) 2 det g dz! Ada’ A---Adz” Adyt A- +- Ady” * A dy”. (11.1) 
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容易 验证 该 体积 形式 二 和 是 标量 , 即 不 依赖 于 局 部 全 纯 坐 标的 选取 . 这 里 
0i im = PA 是 多 广义 Kronecker 和 从 号 , 即 


L, 当 1 ki i, PUR APART, 
AED E= {l Shy kin te 的 奇 置 换 时 ， 
0, 其 他 情况 . 


我 们 现在 将 内 积 延 拓 至 sp4(M). IX E,n € P1(M), 


E = Oy, ae dz? \--- Adz” Adz) A--- A dz 


7 > Diy ipjre J dz? N: Adz’? Adz! A+++ A dz 


Jq 
2 1 < … <ip 
J1<<Ig 
以 及 
-一 一 一 t1 oe tp 531 yJq 
n = > bij EN Naz? Adz N Adz 
J1 <<Ig 

1 


= — b; 5 3 dz N Adz? Adz! A- A dz" 


内 积 为 


这 里 gis 是 度量 矩阵 g ARE g! 中 的 元 素 . 
为 简便 起 见 ， 我 们 用 ar, J, 来 表示 Qi -injieJq? q7a5s 来 表示 gi181 ++ gjasa, 故 
(11.2) 可 重新 与 成 


(€ me = 41,5, (0) 97*5*(x)g7" (2)bp, 5, @): (11.3) 
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(AE, n)a 一 rE, N). 


1 
(6 Mz = plg! Tode (x) br J, (x) 
特别 的 ， | 
E, £z = — > lay, 7,(2)I? > 0 
p-q: LJ, 


等 式 只 在 Elx) = 0 时 成 立 , 故 (11.2) 确实 是 1M) 上 的 一 个 Hermite AR. 

ix M 是 Hermite MÉ, 度量 ds? = gijdz’ Q dz). E 是 关于 Hermite 度量 h 
的 秩 为 r 的 Hermite EM, {Uahacr & E 的 平凡 邻 域 , 那么 在 U。 上 存在 E 
的 全 纯 标 架 fea rhicrcr , 使 得 对 任意 的 上 ecT(M,sz4( 五 )) , RE Ua 上 有 局 部 
表示 


f=) Dear 
A=1 
这 里 £^ C F(M, eP41(M)), I< A ST; Ww EN = T(M, eP4(M)), 对 Vx € Ua; 其 在 


Ua 上 的 局 部 表示 为 = 》 ES ean 和 ”= X nS eap 故我 们 可 引入 内 积 
和 一 1 p=1 


(Eno = XO (E>, na fearrseaute = 》 (E>, nh (a). (11.4) 
A,u=1 A,p=1 


通过 直接 验证 , 可 知 ((En))z 是 一 个 Hermite NH. 进一步 , 可 以 定义 整体 
的 内 积 


én) = /人力 t= | DI Cn d, (11.5) 
M My 
这 里 dv 是 Hermite 流 形 的 体积 形式 . 为 简便 起 见 , id 
dv 一 Ze" = (-1)" 2 VIT det g dz! A++- A dz” Adz! A+++ A dZ” 


当然 (11.5) 仅 在 (EI < +œ 的 情形 下 有 意义 ,比如 MEAN, X E 
un 具有 紧 支 集 ， 从 今 往 后 , 我 们 就 只 讨论 M BARREL p = 0 的 情形 . 
TT(M,e%9(B)) 被 赋予 了 内 积 (11.5) Ja, 形成 一 个 内 积 空 间 . 为 应 用 Hilbert 空间 
理论 , 还 需 将 T(M, 699 (E)) 完备 化 , 即 考虑 M EB E W 120,0) 形式 ,并 用 
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T(M, LO (E)) ERIA E Ë L 0,0) 形式 的 全 体 . 对 每 个 7 E rM, LO? (B)), 
1) 在 标 染 {€a,r}1<rK<r 具有 局 部 表示 


现在 考 上 

Ly) (BE) -> LP? (E) LE), (11.6) 
上 面 的 三 个 空间 都 是 Hilbert 空间 , A DM, e°*(F)), k= q—1,¢,9+1 分别 是 
LO) (Bb) k=q—-1,qq+1 的 稠密 子 空间 . 6:T(M,e%*(E)) — T(M,e%*+1(B)) 


是 有 意义 的 . ZEM LO” (E) 到 LORY CE F) 的 5 算 子 的 闭 延 拓 , 且 仍 用 5 # 
示 延 拓 后 的 算 子 . 因此 , 6 是 (11.6) 中 的 一 个 稠 定 的 闭 算 子 .207 : LO®)(E) — 
LOK) (E) 是 ON BAS, 根据 其 定义 , Æ ne LO*)(E), € € LORV(E) 
使 得 

(ðyp, n) = (de), 对 Yy eT(M,e%*"*(E)), (11.7) 
Mi] n € Dom 0* H ô*n = £. 事实 上 , (11.7) ILIE Dom 9 的 一 个 稠密 集 上 成 立 
即 可 . 一 个 闭 算 子 的 目 共 斩 算 子 也 是 一 个 财 算 子 , 故 0* 是 一 个 笛 定 的 财 的 线性 
AT. 


定义 11.1 调和 算 子 表示 为 


(On, n) = (00*n + 8* 3n, n) = (0*n, O07n) + (On, On). 


定义 11.2 调和 形式 ne LODE), 当 且 仅 当 On = 0 
由 (On, n) = (O*n, On) + (On, On), Al On = 0 EMF 0*n = 0 = On. 
Hodge 定理 的 意思 是 任何 调和 形式 都 是 光 谓 的 ， 即 每 个 调和 形式 都 属于 


rT(M,e%(E)). A HOO (M, E) 表示 所 有 五 值 的 调和 (0,4) 形式 全 体 所 组 成 的 
空间 , 则 HO9(M, E) = HO (M, E). 
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由 于 M 是 紧 的 , RHR TAR TEE, 故 总 是 存在 M 上 的 有 
限 开 有 覆盖 以 及 从 属于 该 覆盖 的 单位 分 解 ， 并 假定 每 个 有 限 开 履 盖 中 的 开 集 包 含 
F E 的 某 个 平凡 化 邻 域 中 . 应 用 单位 分 解 定 理 , 还 可 假定 所 有 的 形式 、 函 数 等 
都 在 相应 的 坐标 邻 域 中 具有 紧 支 集 , 所 以 不 加 说 明 的 话 , 我 们 将 只 在 坐标 邻 域 G 
中 进行 讨论 , 这 里 G 是 R” 中 的 有 界 区 域 . 

我 们 首先 引入 一 些 定义 . 

令 a = (al am), ai 是 非 负 整数 


ar ‚= Sai, 
i=l 
O 
O° = Oy? ---052", A= a, li 2n, 


具有 下 至 s HF s > 0}. 


yo c A(0,9). 40.9) 是 所 有 CO 的 在 G 中 具有 紧 支 集 的 巨 值 (0,0) 形式 全 体 
所 组 成 的 空间 . 
lol? := >》 34l], (11.8) 


这 里 || .|lo 是 通常 L 范 数 . 那么 根据 Sobolev 空间 中 的 一 些 基 本 的 定理 , WL 
是 AOD) 在 || .||。 范 数 下 的 完备 化 . 在 (11.8) F, 9°9 不 是 张 量 , 或 者 说 929 的 


这 里 D 是 M AW Hermite 联络 , X 是 一 个 乘法 算 子 , 它 包含 与 联络 有 关 的 量 . 由 
于 o 具有 紧 支 集 , 故 对 在 G 上 有 界 , 则 


> J, (D*&, DE ¢)do, (11.9) 


这 里 do 是 M 限制 在 局 部 坐标 邻 域 G 上 的 体积 形式 ，z 是 关于 局 部 坐标 
el... 2 的 有 次 协 变 寻 数 ， 


. 238 - 第 十 一 章 Hodge 定理 


定义 11.3 Voc WL”, Dirichlet 范 数 定义 为 


D(d,6) < const||öllı, Vo € AO. (11.11) 


成 立 . (11.11) 的 证 明 将 在 后 面 给 出 . 

为 证 明 Hodge 定理 , 还 需要 如 下 三 个 引 理 . 

(1) Rellich 引 理 

设 s,te Zs > 则 内 射 i: wi? — woo EZAT. 

(2) Soblev 引 理 

对 vb e WOD Es 3| 则 o 是 M 上 的 s 阶 可 微 函数 , 这 里 N = 
dimrM. 

(3) Gärding 不 等 式 

存在 常数 c 使 得 


loll? < Dle, 4), Vo € AO”. (11.12) 


由 (11.11) 和 (11.12) 可 知 , || - ||ı 和 Dirichlet 范 数 在 ACD 上 是 等 价 的 , A 
WO” 是 AOD 关于 ||], 范 数 的 完备 化 , 故 || - ||. 和 Dirichlet 范 数 在 WL? 上 
是 等 价 的 . 因此 


D(¢,0) = ($, Y) + (04, Op) + (074, O*Y) 


可 看 成 WO? 上 的 内 积 , m WO? 关于 这 个 内 积 仍 是 一 个 Hilbert 空间 . 
根据 前 面 的 说 明 ， 在 每 个 局 部 坐标 邻 域 上 ，Rellich 引 理 ，Soblev 引 理 和 
Gärding 不 等 式 都 成 立 , 故 其 在 整个 紧 复 流 形 上 也 成 立 . 


引 理 11.5 Bde LOVE) = Wr, MRE Ye WO” 使 得 


4 由 = 二 T9, 则 


AH HHT. 
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WEAR: SEA FZ A 


We w D HM 入 表示 延 拓 后 的 泛 函 在 w 2 上 作用 Dirichlet AAR, AR 
据 Reisz 表示 定理 存在 唯一 的 y e WOO” 使 得 


D(Y,n) =(¢,n), Yn € AO, 


故 

(I+D)T6=¢4, Yo Ee we, 
Ef 

T=(I+D)" 
现在 证 明 T AR. 
D(T$,n)| = |(¢,n)| < lollollnllo < |ölloD(n, m)?. 

取 n= To, MI 

D(T$,T6)| < ||@lloD(T$, T$)?, 
因此 


D(T$,T$)|? < lgllo. 


应 用 Garding PER, 得 到 |Tel < cllollo, RB c 是 一 个 第 数 , 故 了 是 一 个 有 
RAF, WE T SAMAR. 


观察 如 下 序列 
WD Zw" Zw? (11.13) 


在 (11.13) 中 , 根据 Rellich EHRTEREFATFTIERAT,TREAFHT, 改 
woT: Wi 9) 一 Wo a) DERART. 
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这 里 A 是 特征 值 为 A 的 特征 子 空间 , B 
Ay = {6 € L(E) | (io T)d = Ad}. (11.15) 


显然 的 ， A, C wen 
由 于 (06,6) > 0, MH (1+ O)¢, ¢) > (6,9), 因此 工 + 口 的 谱 大 于 或 等 于 1, 
T= (1+0)7}, i T WB) TES F 1, 即 


Spec T = {于 € Spec( +0) | C [0,1]. 


由 于 ge Ay, W To= Ad, I+D)T$=(I+D)d = ¢, HM 6 = Ad + ADS; Fi 


B, := {ġġ | O¢ = uo}, we (0,00). 


L'° (E) = @B,. 


根据 Hilbert 空间 中 正规 紧 算 子 的 谱 分 解 定理 , Spec T TE [0,1] 上 不 存在 聚 点 , H 
XT VA € Spec T(u C Spec O), A,(B,) 是 有 限 维 空间 , 特别 的 ， 


dimg Bo < +00. 


E 
我 们 现在 将 证 明正 则 性 定理 , 即 Bu 中 所 有 元 素 都 是 CO 的 . 
定义 11.6 Bd pe LOE) = Wo, tho & 
Do = y 
的 弱 解 , ERT Yn € AI, 
($, On) = (din). (11.16) 


命题 11.7 Love we”, Oy = o (BM), 0 be we? 
证 明 : 不 妨 假定 ¢, Æ R?” 的 坐标 邻 域 G FARA, 则 


I = (d+ö*)” = P? 


Pu = Qu + Ru, 
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利用 Gärding 不 等 式 及 | - Ilo 5 male 的 等 价 性 , 得 
a||Pullo + Bllullo > llull, Vu € Am), (11.17) 


我 们 要 证 明 : & u,v e Wit" 使 得 Pu =v (35%), 则 u € win. 
与 之 前 在 第 三 章 中 讨论 L 估计 时 一 样 , 这 里 将 用 到 Friedrich 的 光滑 化 技 
巧 . 令 x(z) = X([z]) 表示 在 RN 上 的 闭 球 B(0,1) 中 具有 紧 文 集 的 CO 函数 , 使 


则 其 具有 如 下 性 质 : 
(1) Vu € L?, ue := Xe * u x C” 的 . 
(2) Vu € L?, 


最 后 一 个 等 式 成 立 , 是 因为 2% 在 分 布 意义 下 存在 . 


Ox" 
(3) Vu € L?. lim ||u — wll = 0. 特别 的 , Æ u € We, W) lim |lu — wells = 0. 


e— 0 e— 0 


FE, 我 们 将 证 明 : Æ u,v e WY (E) H Pu =v, Mj u € WB). 事实 
E, 只 需 证 明 |xe* ulls = jlwells+1 对 任意 足够 小 的 e 是 一 致 有 界 的 . HT u 
是 具有 紧 支 集 的 EIER (0,0) 形式 , 故 u. WLP. 由 于 Hilbert 空间 中 任意 
有 界 集 必 包含 一 个 弱 收 敛 子 列 , 故 存 在 弱 收 敛 于 w e WO? 的 子 列 {ua} 另 一 
方面 , 当 e — o0, |ue — ul], — 0, 因此 u = wv « WO, 


[uel] s+1 = Iuells + []O° vello < [luells + 3 uell 


不 等 式 得 到 . 所 以 
[Q3 uello < callQuells + eslluells 


< c4||Que — (Qu)ells + call(Qu)ells + cslluells 
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S call Que — (Qu)ells + call(Pu)ells + celluells 


一 c4|| Wue 一 (Qu)ells + ARAP + Ce || Uells, 


这 里 C4, C5, C6 FE IER 常数 ， |Vells, [tells EAW, MUR ET ES EIN 
e ||Que — (Qu)ells = —- AAF H. 


B k B K 
=), (apBk(uB)e) — Xe * (ah pôkuB)) 
B k 


若 固定 B k, 且 可 以 证 明 对 任意 小 的 o 右边 等 式 求 和 项 中 的 每 个 元 素 的 
L? 范 数 者 是 一 致 有 界 的 ， 那 公 我 们 的 证 明 就 完成 了 而 车 要 证 明 对 任意 小 的 


I, a 
Oxi “ Or). 


0 0 一 al(Z) 一 Q(Z 一 上 0 I—E 
(azu) © (azau) © =f (ale) -ale-a gerne x) 
1 0 
一 一 on (a(x) — a(x — y))- ru — ey)x(y)dy 
一 J z (a(x) — a(x — ey))ulz — ey)x(y)dy 
+ J. u = (a(a) — a(x — ey))u(x — ey) n x(y)dy 


由 于 a € C% (R27?), 故 存在 正 的 a > 0 和 足够 小 的 co > 0, 使 得 |grad al < a. 
日 任意 的 正 数 ce < eo, ABA la(z) - a(x — ey)| < aely|, 这 里 |y| < 1. 为 一 方面 ， 
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这 里 Vol(B(0,1)) 是 R?” PER B(O,1) 的 体积 . 上 面 不 等 式 表 明知 e < eo, N 
uellı < (2a6Vol B(0,1))||ullo. 故 对 任意 e < eo, |uellı E-BAHM. 
由 于 ueW,;,(R?), WS |k| < s BJ, ôfu € Wo(R?”). 由 上 面 的 论证 ， 


|(O*u)ell1 < const ||ö*ullo 


< const > [ð ullo < const ||ulls. 
Ikl<s 


证 明 : HF O = P2 P = 5+5 Oy = Pu = o. 仿照 上 面 的 证 明 , 由 
Pw,¢d € W,-1(E), Pipe) — = ¢ Al Py € W,(E), FHH Py,¢ € WE), 
P(Py) = 6 FI Py € Wei (E), PY = Pb, W Y € Ws+2(E). 口 


推论 11.10 FEBKAELT O6=Ad, M GEC™. 
WERA: 设 ye Wo = L?, 根据 正则 性 定理 de Wo. 重复 应 用 正则 性 定理 , 得 


到 o, C Wa, D = Wa, ,9 = Wak, *; 改 9 C 全 Wm. 根据 Sobolev 5| 理 ， 当 
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命题 11.11 BRM 是 紧 复 流 形 , 妃 是 一 个 全 纯 向 量 丛 , 则 dim HOD(M, E) 


< +00. 
WEAR: 根据 正则 性 定理 ,7t(09) (AM P) c C nM 6949(F)), 假设 命题 11.11 不 成 
Z, W HOO (M, E) 具有 无 穷 标准 基 {w +}. wj = 1, lwi- wll = 2; 


i #5, 根据 Gärding 不 等 式 


“ an Wry} FE ron P) DARRER, 再 应 用 Rellich 引 理 , {w1 , 


dim HiM E) < +00. C 


设 口 : Wo(M, E) — Wo(M, E), Ker O = HD) (M, E), H H+ 表示 (Ker 口 )+ 
NT(M, 1E)), 则 我 们 断言 O: H+ — Ht 是 双 射 , 为 了 验证 这 个 结论 我 们 需 
要 如 下 命题 : 


命题 11.13 ”存在 正常 数 co 使 得 


Inli < co(Qn,n), Yn € Ho. (11.19) 


WEAR: 假设 命题 不 成 立 , 那么 存在 序列 {n} CH; Inl = 1, E k — 十 oo 
时 , (Onk, nk) — 0. 由 |Imxlli = 1 和 Rellich 引 理 , 存在 子 列 {mx,} KAF n E€ Wo, 
使 得 lim |, -nlo=0. 为 一 方面 , 当 k — +00 时 , (Onk, n) — 0, 即 当 


k;—00 


ki — 0 时 , ||(0 + O*)nx; |o — 0. 对 Vb € T(M, e™1(E)), 


(mo, (8 + O*)g)| = lim _|(m;, (9 + 0*))| = lim |((O + O*)n,, 8)| = 0. 


k; => 00 k; — OO 


因此 , 在 弱 收 敛 意 义 下 (5 + 0*)n = 0， 再 根据 正则 性 定理 , On = 0, 4 ne 
H(M, ed: 4(E)), BY n € HNH+, BẸ n = 0. FH Gärding 不 等 式 


1(2 上 +0)7eillo > cilin: lli — call nes llo- (11.20) 


Ap \ . 
命题 11.13 表明 O: H+ 一 ;H+t 是 单 射 . 现在 在 H+ 上 定义 新 的 内 积 . 对 
vn,m = H+, 今 
m,n] = (Om, n2) = (m, On), 
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I + nllo < const||n||ı, Yn € T(M,e"*(E)). 


Alt, AEX p(n) = [n,n], W p(n) 和 linh 是 H+ 上 的 等 价 类 . 
现在 BE Ht 经 过 完备 化 之 后 得 到 的 Hilbert 空间 . 
对 Vn € H+, ÆN ZKI 


ni 
1®,()| = lgllollnllo < li¢llillnllo < yecop(9)l|nllo. 


故 Pn 是 H+ ENATR p AYA PX PEYZ PRI. 由 Hahn- Banach 定理 , ©, aie 


(Og, u)=(¢,n), BEN“. (11.21) 


当 MEH, (11.21) BARA, EX (Od, u) = (9,7) Æ T(M, 69 9(F)) 上 成 立 . FH 
EAN Vo € LOO (EL) ERM, BESS CF Ou = 7. 由 正则 性 定理 , u 是 
C 的 , MucHt. 因此 , 对 vn E€ HH, 存在 唯一 的 u € H, 使 得 Ou = n. C 

下 面 我 们 来 定义 线性 算 子 G : Ht — TtL 使 得 G = (Olm) `t. 再 延 拓 G 
# I(M,©°4(E)), > Gly = 0, # G A Green AF. 


命题 11.14 G:I(M,.°(E)) 1(M,2°U(E)) 是 紧 算 子 . 


证 明 : 假设 {90%}wez+ CT(M,e%4(E)) 是 一 个 序列 , 使 得 $llo <1, Vne 
Z+. 我 们 要 证 明 {Gon tnez+ 关于 | .jlo WRAL — Cauchy 列 . 由 Rellich 定理 ， 
只 需 证 明 对 Vn € Zt, |Gon|ı;ne Zt ERAAN. 

由 于 Gly = 0, MPRE 加 E€ HH, 


[Genli < cop(Gfn, Gfn) = co(UG fn, G fn) < collDGon |lollGön lo 
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= coll9nllol|Gonllo < collGon lio < €o||GGn|{1. 
所 以 ， IGon < Co. L 
命题 11.15 GO=0G, GO* = 0*G. 


在 给 出 证 明之 前 , 我 们 先 对 这 两 个 等 式 做 些 解 释 . IX 6 € r(M,(E)), 则 
Od € T(M,e"+!(E)), O*6 € T(M, 2° 1(E)). MAF O MG 可 作用 在 所 有 
T(M,EeP1(E)) E, 故 这 两 个 等 式 的 意义 是 清楚 的 . 

WER: 由 于 对 Vd c H, Go = GO = Gb = Gp* = 0, 故 只 需 验证 等 式 对 
Vo E€ H+ RAL. 不 妨 假 定 存在 we H+ 使 得 Ov = o, N 


Gð = GOOW = Gd0d* dW = GO) = dy, 
H 
Go = OCOY = dv, 
这 里 y c T(M, c+ (E)). 容易 验证 OW € Ht (T(M, 69%! (E)) 的 子 空间 ), 在 
H+ E, OG = id 也 成 立 . X 
GO*¢ = GO* Oy = Gd*00* = GOA*y = 0y 
H 
0*Go = O*GOW = 0*4, 


这 里 y € Ht, H Æ T(M, 6%"! (E)) 中 调和 形式 所 组 成 的 子 空间 . g 
FH, 定义 P:T(M,e°(E)) 一 H 为 投影 算 子 , 对 vo € T(M,e'*(E)), 


故 
d= Po + OG¢ = Po + 0(0*G¢) + 0*(0GP). (11.22) 


因此 , Æ (M,e) ERERTATNSFAI=PH+OG. 该 等 式 表 明 对 Vo < 
FUM (E), 可 分 解 成 三 个 部 分 : 第 一 个 是 它 到 H 的 投影 , 第 二 个 属于 Imd 
第 三 个 属于 Im 0*. 容易 验证 H, Imd 和 Imo* 是 互相 正 交 的 , 即 (H,Imd) = 
(H, Im ö*) = (Im 0, Im 6*) = 0, 改 这 个 分 解 是 唯一 的 , 所 以 


T(M,e"'?) = H Q Im ô 9 Im ö*. (11.23) 
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6, EH, MIJ 
(0* p3, O*b3) = ($, O*b3) = (96, 93) = 0, 


因此 O*¢3 =0 H $= $1 + Odo, di € H°4(M, E). 根据 Dolbeault 上 同调 定理 
HOVM, E) = HOV (M, E), q = 0,1,2,3,--- 


最 后 , 我 们 给 出 Hodge 定理 : 


定理 11.16 KRM 是 一 个 紧 的 复 流 形 , ERM 上 的 全 纯 向 量 丛 . LON(E), 
T(M,e0%9( 思 )) 分 别 是 由 L2(0,g) 形式 组 成 的 Hilbert 空间 和 由 Ce #9 E AA (0,q) 
形式 组 成 的 内 积 空间 . O = 0*0 十 9006* :L009(E) — LO9(E), A 


(3) H©OD(M, E) = HODM, E), q=1,2,3,.... 


注 : 事实 上 , Hodge 定理 不 仅 对 E 值 的 (0,0) 形式 成 立 , 对 E AA (p,q) 形 
式 同样 成 立 (1 < p < n), H Hodge 定理 对 于 (p,q) 形式 具有 和 (0, q) 形式 相 类 
似 的 结果 . 
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这 一 节 主 要 是 给 出 Rellich 定理 , Gärding 不 等 式 和 Sobolev 引 理 的 证 明 . 
根据 上 面 的 讨论 , 只 需 在 有 界 区 域 Gc RN 的 情形 下 证 明 即 可 , 本 节 中 定理 
HY) BRIG. FSR ARTE GPRS KAR, 


引 理 11.17 Vue W,(Q), te Zt, 存在 常数 A, > 0 使 得 
Ju — uelle-ı < eAtllull- 


WEAR: 不 妨 假定 u E CX(G), 


则 
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利用 Cauchy 不 等 式 
~ ~ 1 Ou ^ rt du 2 
ga < Lw) error) < uP | Slate) ar 
则 
N 1 Ay 2 
_lav(@) Idee < 193 J, | Feet ry) dr < wP. (11.24) 
m 
(ue — u)(e) = / (u(x — ey) - u(2))x(y)dy = f 9—ey(2)x(y)dy, 
ly|<1 ly|<1 
H 
2 
(ue — u)(2)|? < | / s-ata) 
jy|<1 
2 2 
< I. 9-ey(X)\"dy | x dy 
所 以 
u 2 2 2 
J, (ue — u)(2)|2doz < J, | J g-ey(2)|?dy J x(y) a) do, 
< / ey|?dy ||ull2|x|2 Vol(G)Vol(B(0, 1) 
ly|<1 
= €Vol( B(0, 1))2Vol(G)|x/?l|ull2, 
这 里 |x| = max x(z), B(0,1) 是 RN 中 的 单位 球 . 根据 上 面 的 不 等 式 , 得 
lue — ullo < Cellully, (11.25) 
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< AAI + 3 fille + |u — Uelle-1 
< (s+ 5 + Bee) Ifl 
= eA: || fle, (11.26) 
这 里 用 到 lue- feller < lu- Ale E Ae = $+B: m 
引 理 11.18 4 G Æ RN PAREA, ke CORY), 定义 线性 算 子 K 
Wo(G) — Wo(R™); Vf € Wo(G), K(f) = f * k = f(y)k(z—y)doy, A| Kr 


要 证 明 K 是 紧 算 子 , 只 需 验 证 对 每 个 满足 fill < 1 的 序列 {fijiez+ C 
W(G), {K(fi)hez+ C W(RN) 都 是 一 致 有 界 且 等 度 连 组 的 , 则 根据 Ascoli- 
Arzera 定理 , {K(fi)};iez+ 具有 一 致 收敛 子 列 , ATINE WR) ERF ||- I| Ye 
NE BUNT. 
(11.27) 表明 {K(fi)} 是 一 臻 有 界 的 且 被 4 控制 . 


lt, 一 Z2| < ô M hoe — k(z2)| < €. 因此 
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即 K(f) 是 等 度 连 续 的 , AMERS K EKAT. 


i € eZ. 则 对 a 一 a: Ä an), 日 al <t en <1;ie 27, (0%u;). = O° (ui)e 
具有 在 || - lo TABCORP UPA. 故 经 过 有 限 次 选取 , 可 取 {viiez+ 的 于 列 


{ui}, 使 得 对 于 每 个 a = (al ‚an), lal < t, 0°(wi)e FE || Ilo 范 数 意义 下 都 
是 收敛 的 子 列 , ER (ui, )e 在 | le YUAN SL PEAY. 
根据 命题 11.13 
| 2 一 uellt-ı < cAr ull, (11.28) 


IH u- ue = (id—Te)y, id— T; : Wi(G) — Wi-1(G), HY e — 0 FẸ |jid— Tl] < 
cA M4 e 一 0 时 lid- Te|| > 0, 即 在 算 子 范 数 意义 下 T: Aid. XE T. EM 
Wi(G) 到 Wi-1(G) 的 紧 算 子 , 其 亦 可 以 看 成 是 Wi(G) 到 Wi(G) SSW REF, 
因为 id: Wi(G) — Wi-1(C) BURN 1 WARRT, EL idoT. EM Wı(G) — 
Wi_1(G) DERART. BF e— 0 NT — id, H id: Wi(G) 一 > Wi_1(G) 也 是 
RAT. 根据 紧 算 子 的 复合 还 是 紧 算 子 这 一 性 质 , 得 id: Wi(G) — W;(G),t>s 
ERR T. u 


引 理 11.19 (Sobolev TER) 设 G 是 RN 中 的 有 界 区 域 , K 是 G 中 的 


ZE Ma yf eCG), s> Z 


max |f(@)| < Cllflls 


这 里 C 是 不 依赖 于 f 的 正 的 常数 . 


证 明 : 由 于 K 是 G 中 的 紧 集 , 故 d = dist(K, 3G) > 0, 选取 R < 5 对 
Vc € K Ma = (al, a) esY"!I1), KH s¥ 101) Æ R REMEH, 
0, R) 0, 1) EICH PRL, 使 得 s o ıp] = 1 H Supp s C o SR 则 
__ pRals(t)f(e + ta) 
f(a) = -| ar! 
R d?(s(t) f(x + ta 
[fe +t 
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改 


(11.29). 


因此 


/ f(z)ldo < / N — — dv, 
sN-1(1) B(0,R) at 


这 里 do 是 sN-1(1) 的 体积 元 , dv 是 RN 的 体积 元 . 对 上 面 不 等 式 的 右边 利用 
Cauchy 不 等 式 , 得 到 


万 一 方面 ， 
ds(s(t)f(z+ta))  /[s\ d*s(t) ds*f(z+ta) 
dts E k) dtk dts—k 
k=0 
L /s\ d* s(t O8-*f(x+ta) , 
J 时 ae 2 5 m 5 eat ak 
k=0 21 十 … 十 ?一 3 一 大 21 In 
d*s 


Ds f(x + ta) 
Ox’) ... Oxy 


dt* dts—* 


> (*) dE s(t) dE f(x + ta) < 
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< 2°MC, / 》 |O° f(a + ta)|2dv < 2MC fl 


G la|=0 
这 表明 
2°MCıCo 
max | f(x) S Vol(sN-1(1)) IF lls 


u 


Sobolev 引 理 的 证 明 . N 
证 明 : 设 u € He4i(G), s > > 要 证 明 u c Ct(G), 选取 序列 un € CS°(G), 
使 得 当 n 一 +00 时 [un — Ulls+e — 0. 对 每 个 a = (al ,Qn), lal <t A A 


K c G, 由 Sobolev PEI, 


max D*un — D” uml < C|| D*un — D*um||s < Cllun — Um||s+t- 


当 n,m 一 +00 时 , llun — umlls+t — 0, 且 对 所 有 a = (ai, an), lal < t, E# 
MEE K E, Deu, 都 是 一 致 收敛 的 . 由 于 此 性 质 对 K 的 任意 紧 集 均 成 立 , 故 
存在 ù c C*° (GC), 使 得 un P atun 对 所 有 a = (Qi,… an), lal < 都 分 别 一 致 
INF u Al de. 

男 一 方面 , 当 一 +00 Hf, |lun — ullsıe: 一 0, 则 


[u — tlle < [un — ull + llun — ŭl < |lun — ulls+t + lUn — ùll. 


上 面 不 等 式 右边 的 两 项 当 m” 一 +00 NANNTE, 故 ||u—-Gl|e = 0. 这 表明 u = 
几乎 处 处 成 立 , 即 除 了 一 个 零 测 集 外 有 u € CQ). 口 
Gärding 不 等 式 的 证 明 . 
WERA: 下 面 将 证 明 存 在 常数 C, 使 得 对 Yo e T(M, €9(E)), 


CD(9,9) = CI + 0D)9,9) > lolli. 
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(86);, igt41 一 ee a ee 
v=]1 
(OP). 一 一 ON. lig + AF Q 的 系数 的 导数 项 . 


上 述 等 式 中 的 加 表示 去 掉 这 个 指标 

这 里 不 用 写 出 dd, 0*9, 00*d 和 6*69 的 完全 表达 式 , 只 需 写 出 主要 部 分 即 
可 , 它 在 证 明 Garding 不 等 式 的 过 程 中 起 了 主要 作用 . 而 ôo, 0*9, 00*d 和 0*09 
的 具体 表达 式 将 在 下 一 章 证 明 消 灭 定理 时 给 出 . 现在 有 


+ 由 系数 的 偏 导数 的 阶 小 于 2 的 项 
gb， = OO. +o 系数 的 偏 导数 的 阶 小 于 2 的 项 ， 


O60) =—= | F OB i, ha det gde + O(N GN lol) 


] 
= | GAB, .a a det gde + O(N Nein) 
这 里 
On (ph 4a) = On (G45 g” .gais) 
— H è „jiti Jaia Ho jit... jsi qtq 
一 OD; g 十 P5359 Okg g’ 
因此 


1 _ 
(26,0) = = | O00. i ho Tg .gai det gde + O(A idl) 


其 中 (9%7s) 是 Hermite 度量 矩阵 (grs) PEE, 故 (g”°) 也 是 正定 的 Hermite 4 
E. 所 以 存在 5 > 0 使 得 在 每 个 局 部 坐标 邻 域 上 


(g’°) > Oly 


都 成 立 , 因此 上 式 在 整个 M 上 成 六 
同样 道理 , E 的 Hermite 度量 矩阵 (han) 也 是 正定 的 , 且 和 存在 正 数 ô, 使 得 
在 每 个 平凡 化 邻 域 上 有 
(hag) 017r， 
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则 
1 = SES an 7 
(26,9) = 900 a hd gi det gde + Ole - lh) 
1 n rT 
> 765" | 2198.” detgdz + Oll- lol) 
4 jii ,bg=1 A=1 
C EC 
> 518" 6 — 818" lele - Ze lelle - Zell 
E 2 
eC n C 
= (6153 - 2) jal - (815° + 32) lal 
He Ut SE y C 
选取 适当 的 。 使 得 5,6" 一 — > 0, 那么 
san 4 
C — 2€ | 
Ô jn — eCo 
2 


x M 为 一 个 n ERWE, E RRA r 的 全 纯 回 量 丛 . 4r=1 时 ,一般 用 
表示 复 流 形 M 上 的 线 从 . 对 任意 给 定 的 复 流 形 M, 存在 一 类 重要 的 线 从 Km, 
PRA M 的 典 则 线 丛 . 它 的 定义 如 下 : 

设 {Uu}acı 为 M 的 全 纯 坐 标杆 盖 , (2 ，… , zz. ) 是 Ua 的 局 部 坐标 . 由 于 

OBERE 
De 
DAR, {daa} 满足 转换 函数 的 条 件 , 那么 典 则 线 丛 就 定义 为 具有 上 述 转 换 函 数 
{dag} 的 线 从 . 


定义 12.1 设 U 是 M 的 任意 开 集 ,T(U,e"0) 是 开 集 U 上 的 所 有 C%(n,0) 
形式 全 体 组 成 的 集合 . 对 Vw EC T(U,e™), FBUNUA £, 那么 存在 Ua 上 的 局 


UsNUs #2, 可 定义 bag: UsNUg — C* = C\ {0}, dag = det 


w = adz} N. AZP, 
Ge UN UanN Ug F Ø, 
— _,8,,1 n 
mi 
1 n 
Ilza Zla) 
因此 , Ku 可 看 成 M 上 Cee(n,0) 形式 全 体 组 成 的 线 丛 . 


线 从 的 概念 紧密 联系 着 除 子 , 除 子 的 概念 来 源 于 Riemann 曲面 . 在 Riemann 
曲面 上 , 每 个 亚 纯 函数 都 有 一 些 极点 和 零点 , 它们 都 是 孤立 的 . 用 pi, ‚pn 表示 


a“ = det 
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这 些 孤 立 点 的 集合 , 那么 > n(pi)pi LER ABR HT, 这 里 n(p;) € Z. = n(p;) € Zr 
时 其 表示 零点 pi 的 重 数 , 当 n(p;) € Z 时 其 表示 极点 Pi WER. 所 以 , RSF 
> "mn(pi)pi 实际 上 反映 了 具有 给 定 重 数 极点 和 零点 的 亚 纯 函数 的 集合 


对 于 复 流 形 M 来 说 , 除 子 是 余 维 数 为 1 的 复 子 流 形 , 即 局 部 地 可 定义 成 全 
纯 函 数 的 零点 集合 . 设 D 是 复 流 形 M 上 的 除 子 , {Uijier 是 M 的 开 和 覆盖 , 使 得 
在 U; E;icI, DOU: = {ZeEUV;|f=0}), 这 里 fi BU; 上 的 全 纯 函 数 . 

当 UN U; #2 H, 定义 


则 在 UiNMNU; E di #0 H Qij- di 二 1, 在 Ui NU; N Uk E hij dir Pri=1. Ar 
以 , {oiher 是 一 个 转换 函数 , 定义 了 线 从 L, R LART D 所 诱导 的 线 从 , w 
X L= [D]. 

ART D 是 由 DOU; = {fi = 0} 所 定义 ; {Uijier 是 M HABA f; 是 
全 纯 函 数 , 则 {Fher 是 M 上 关于 线 从 [D] 的 全 纯 截 形 , 即 fe T(M, [D]), 


Í U; = Ji. 


DA f 的 所 有 零点 组 成 的 集合 也 构成 除 子 D. 
注意 到 [D] 在 同 构 BX PENA. METERT D WAT ee 


所 以 ， 
Pij = = 一 一 AAA 一 — $i. (12.2) 


根据 定理 10.15, 由 {di} 和 {9 at 所 定义 的 线 从 是 等 价 的 . 
设 工 是 M 上 的 全 纯 线 从 , 日 {Uso}aer 是 工 的 局 部 平凡 化 邻 域 . eu 为 局 部 全 
LH EAR, 那么 其 上 的 Hermite 度量 就 是 一 个 正 限 数 ha = {€q, ea}. 相应 的 Hermite 
联络 为 (1, 0) ÉR ba = dhahz! = dlogha, 其 曲率 (1, 1) 形式 为 Na = ð log ha. 
w M 是 一 个 复 流 形 , E ERA r 的 全 纯 癌 量 从 , {Usa}aer 是 五 的 平凡 化 
邻 域 . 
ab : Ua NUg — GL(r, C); Ua NUg £ 2 
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是 E WFR, 则 


Pab ` By = day VaNnUgNnlU,F2. 
由 这 个 等 式 , 我 们 知道 
det dag : det dgy = det Pay, (12.3) 


det dag : Ua Ug — C* (12.4) 


都 是 全 纯 的 , 由 (12.3) 和 (12.4) {det das} 可 以 看 成 某 线 丛 的 转换 函数 , 该 线 从 
PRA E 的 行列 式 线 从 , 用 det E WZ. 

T10(MM) 为 复 流 形 M 的 全 纯 切 丛 , Æ {Ua}aer 是 局 部 坐标 覆盖 za，… ， 
zry 则 TEOM) 的 转换 函数 是 


O(zl ,... ,zn 
Pla Ho) : Ua N UB — GL(n, C). 


291° , 28)) 
AR Z 1,0 Plza 32a) 
A det(T'°(M)) FERK dag 为 det (hg EI) m Km Æ 
det(T!9(M)) IHM, 即 Ku = det(T!°(M))*. 
“4 M 为 Hermite 流 形 时 , 其 Hermite STE ahi Ua 下 可 表示 
为 ds“ = gi; dz, Q dz, ): ABA det ga = det (gs) 是 det(T’°(M)) Æ Ua 上 的 


Hermite 度量 的 局 部 表示 , 并 且 det g7! 是 Km EU. ER Hermite 度量 的 局 部 表 


示 . 所 以 , Km 的 联络 形式 和 曲率 形式 的 局 部 表示 分 别 是 gu = Odet ga! det ga = 
—Olog det gq 和 Na = —OA log det ga = Oð log det ga. 


i LARA, {Uo}oer Æ L WEISER, L AI Hermite 度量 h 是 一 个 正 
KROK {ha}. (1, 1) 形式 Oa = 00 log hoa 是 Hermite &M L 的 曲率 , 使 得 在 
UaNUg E, he =| dag |? ha; 这 里 das HE L PRR. 由 于 das 是 全 纯 的 , 改 
Oa = ð log ha = 60log hg = Og. ATLA, O |v.= Oa 是 M 的 一 个 整体 的 (1, 1) 
形式 . 
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V-le — V-t ð logh > 0, 
27 27 


.由 


io eT(M,O(L)), BBA L 的 曲率 形式 具有 万 一 个 表示 9 = 
于 lol? = ha | oa %, 这 里 ha M oa 分 别 是 Hermite 度量 h ABU o 的 局 部 表 
N, EX log ||o||? = log ha + logo. +log5o, 且 00loglcl = ð log ha = ð logh, 
那么 = dd log |lo||?. 

对 于 复 流 形 上 任意 给 定 的 全 纯 线 从 工 ， 我 们 亦 可 在 L 上 赋予 很 多 不 同 的 
Hermite 度量 . it h = (ha) 5 h = (ha) 是 二 上 两 个 不 同 的 Hermite 度量 , 则 在 
U, E ha = Agha, 这 里 aa 是 u IE PRIA. 


/1 JS] ~ /—1_ 
_ 159 log ha + —— 00 log ag, 
~ 27 27 DT 


_ _ _ _ 1 _ 
00 log ha = O(O log ha + Alogag) = Hdlogha + 5 40 log Qa + Olog ag) 


_ ~ 1 _ 
= O00 log ha + 5 d(O log a — ð loga), 


所 以 ， 

V-1; Vv-l; VC 

一 80 log ha — log ho = -a(S > -(Ologa — Öloga)). 
< vol ver sop 、 
S N :一 5 一 ——(dloga — dloga), 则 ”是 M 上 一 个 实 的 1- 形 式 , 满足 


-z 90 log h = = ——J00logh — dn = V-o- dn. 


VIa Ay Ta Vai 
Im o DT DT 
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2N 270 
NR. D 9| -| 这 里 Ze) je Ve 在 H?(M,R) 中 的 等 


现在 我 们 将 说 明 CP" 中 超 平 面 线 从 是 一 个 正 线 从 . 
令 CP 是 n 维 复 射 影 空间 ， 且 (2°,z',---,2") 是 它 的 齐 次 坐标 , H = 


TU 


X daz? = 是 超 平 面 . 那么 , H YA CP, WRT. 设 


C 一 0 


er , 2”) ECP, 
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为 简便 起 见 , 常用 L > 0 来 表明 L 是 正 线 从 . 有 时 也 用 Or > 0 来 表明 L 


RERA, 实际 上 是 说 9 := Yo, 是 正定 的 实 (1, 1) 形式 . 类 似 的 , C(L) > 0 
具有 同样 的 含义 . 

对 于 线 从 而 言 , 两 个 线 丛 的 张 量 积 仍然 是 一 个 线 丛 , 而 且 与 次 序 无 关 . AM 
和 它 自 共 斩 线 从 的 张 量 积 是 一 个 平凡 线 丛 ,为 拓扑 积 M xC, 故 复 流 形 上 的 所 
有 全 纯 线 从 关于 张 量 积 形成 一 个 交换 群 .通常 我 们 分 别 用 L 十 Li, -L M mL: 
m € Z 来 表示 LS L WIKER, LDM L 自身 的 m 次 张 量 积 . 

著名 的 Bochner-Kodaira 恒等式 的 证 明 主 要 是 依赖 于 对 Ow 的 计算 , 这 里 w 
是 一 个 五 值 微分 形式 , 口 是 复 的 Laplace AT. 

i M 是 nn 4E Kahler 流 形 , E 是 秩 为 7 的 Hermite H]AA, h = (Aap )isdp<r 
和 g = (9:;)1<ij<n DHE E Al M 的 Hermite REN REREN AHORN. 


这 里 {eœ 入 ji<A<r JE E 在 Ua EHRHPRERER, Ua FE E 的 一 个 平凡 化 邻 域 . 
现在 我 们 就 来 计算 Ow, 0*w 与 Ow. 
设 we T(M, eP“(E)), BARE w 的 局 部 表示 


Ow lu. 
1 一 -~ — 
— nial > Dia7 了 ea adzi Ndz*? AdzYa 
P-9- \_1 


= —1)" 0 a7 e, 1dz’PNdzsIA--- Adzsat! 
| | > 2 Stl S1°°°St°°'Sq a,A , 
pig + 1)! A=1 t=1 P + 
CIE 
r qtl 
Dw) À — t-15 À 
(Ow) 7, jr Jq+1 u (17 (—1) OT ee A (12 5) 
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这 里 SE EZE Kronecker 指标 ， 


I, Sip tin Efi Ie 的 偶 置 换 时 ， 
01 二 4 一 |， Bins te i 的 奇 置换 时 ， 
0, 其 他 情况 ， 


7 表示 在 其 中 去 掉 7 这 个 指标 . 
在 计算 ow 之 前 , 我 们 还 要 引入 Hodge FF 


x: T(M,eP?) — T(M,e"-%"n -Pp). 


Hodge AT * 是 一 个 线性 算 子 ， 它 满足 (w,n)dv = wA*n; YT € M, 这 里 dv 是 
Hermite 流 形 M 的 体积 元 


假定 
wW = sath 7,02 Ip AdzJa, 
l 
n = lg ~ro Ip J, dz!? AdzJa 
ABA, 
x = PUD E ga, An- B, Bn bP» pAgdgzAn-andzEr-r (12.6) 


就 是 Hodge BF * 的 局 部 表示 . 这 里 Ang I Bn_p WH A, 与 Bp ER 
{1,… n} 中 之 补 集 . 
进一步 ， 


in (—1)2”(n-1)+np+n _ 


nm — B A 一 一 „An-a Bn- 
“te pam -pmo "9B, Bn_p Ag An_ad? 2 人 dz > 
o į” (—1)20(r—1) tnptn 5 Bu 

NT T(n — p)!(n - gi ede” ©“ 9BpBn-pÄgÄn-e 


. dz'? \dzJaNdz4"-4\dz2"-? 
_ in(—1) anim" _ pBpA 
~ (pl)2(q@)2(n -p(n — q)! P7 

. dz \dzPn-? AdzJaNdzAr-« 
7 į” (—1)2”(n—1) i 7: - u 
~ PUn- pn gq! rd" FBrBu-pÄaÄn-e 


79B,Bn—pAqAn—q 


. ÒI, Bn —p9JqAn—q@2NadzZ. 
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这 里 dz = dzlA…:Adzn, dz = dz'A---Adz", H 618,_, I 67,4,_。 部 是 多 重 
Kronecker 和 从 号 . 由 于 
AgAn q 
I By Bn—pAqAn—qolpBn—p %JqAn~¢ — ÖB,Bn_p det 99I,Bn—p9 J An. 
= det g(n — p)! ôr? (n — q)! 55° , 
故 


(1)2n?("-) BA Bp cAq _ 

WA\* 一 N esa” P 207, 07. dz\dz 

in (—1)2r(r—1) 
p!q! 

= (w,n)dv, 


ay 7,bPrAs det g dzAdz 


这 里 ir(-1)ar{nVdet g dzAdz = dv. 显然 根据 (12.6), 我 们 有 *1 = dv. 
命题 12.4 Hodge 算 子 满足 如 下 性 质 : 
(1) * 是 实 算 子 , 即 对 任意 的 实 形式 w, ew 仍 是 一 个 实 形式 . 
(2) Æ w eeP4(M), 则 x*w = (-1)PFiw. 
WERA: 为 证 明 (1), 只 需 证 对 Vw € eP M) 和 任意 0 < p,q <n, 都 有 Fw = U, 


这 可 以 由 Hodge 算 子 的 局 部 表示 (12.6) 直接 验证 . 
现在 我 们 证 明 (2), 设 w € ec? 9(M), 


l 
w = —— ay, 7, dz!» Adz’r 


piq! 


i” (— 1) sn(n—1)+np 


= 一 一 一 一 一 一 一 By Aq J Ana 
w = a a pin glAn- Bo Bn pt 7 dzin A dBn-p 
l 
(-1)”(— 1)? #3n(n— Dtnpt 5 n(n— 1)+(n—q)n _ 
“ru NZ (Nm mim on 2 > 5 ghn-aAn-< 
(p!)?(q!)?(n — p)!(n — q)! Sn-pSp,Rn-aRaI 
rg, A aBo Bn so0 "dz ?NdzRe 
(—1)"(P+q) 
~ pan pn — sr Rd 
gern, Be pLp gM Aa Ar, E j, 25” AdzPa 
—1)r(P+4q) Bu 
CE tyne Seer 
(p!)*(q!)?(n — p)!(n — q)! 


_ _ _ _ S R 
ISn—pSp:Rn—qRqIAqAn—qBpBn—pa® > dz". 
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Rn M An A — = 一 一 Rn-qMa q(n—q) 
qe a VFA An —qBpBn—p — 9B,B,_» (—1) Ä 
Rn- Ma 万 已 SF _ son-rLb —1 n— 
Op B, 9 p2p p/p 一 ÔR, M, det g (—1)P\ p). 


Sn-pLp i BE Sn—pLp ¢-Rn—qMgq 
OR, M,9Sn—pSphn—qRe = det g ds 5， OR, R, 


= (n — p)!(n 一 I ög” det g, 


利用 上 面 的 三 个 等 式 , 可 得 
(—1)"(P+9)+a(n 一 9) 十 PR 一 


(P) a)" 
—1\P+t4 M, „L, — 
5 ati ÔR, 05， dz”? ndzRa 

_1)pt+4 
= IT, p dz°?AdzRa = (一 1)2+9w， 

D:.Q! P- ~q 


On 


— Ma Lp S R 
k kW = R 05, dz P \dzt*a 


下 面 的 讨论 是 在 M 是 紧 复 流 形 的 情形 下 进行 的 . 


| 


根据 定义 , 8* OKFARWMRHMA ST. WA w E€ eM) Hne 


ePiqtl (M), mij 
(Ow, n) = (w, 8*n). 


利用 Hodge ATF, 
Bun = | dunm= | Swarm) - CDon) 
dw) + (—1)P* 26" (wA * n) 


-(wn den) = | WA*k— * O* 1, 
M 


| 
< 


因此 ， 
D* = — x Ox: e941 (M) — er (M). 


当 M WA Kabler 流 形 时 , 如 下 命题 成 立 . 
命题 12.5 对 weert(M), 


Ow = D'w, 


这 里 = ode, BOD! = dziVi Vi 是 协 变 导数 ， 
2 二 1 


(12.7) 
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WEAR: 假设 w 的 表示 是 


1 | | _ 
= 一 一 Qi ..i J dz A+++» Adz’? Adz’? 
pi 2 


则 


l | 7 
/ 21 1 J 
gl k E ri Os ig tio a ip] u) dz Adz A Adz!» Adz" 


1 Oa,,...; J 
一 dz' Adz" A --- Adz? Adz’? 
plq Oz" 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 在 Kihler 流 形 上 有 Tiai = Tii 


类 似 的 , 我 们 还 有 如 下 命题 : 


、 1 | 
命题 126 Bw igh ti „j, dz!” NdZÄ1 N. Adz, N 
E q 
(Ow) 1, z0- ‘Sg 一 -1)? (一 1)'V 5,0, p30''"31 Sq 
t=0 
WEAR: w = m 7 ae jj 2) Adz!” Adz! N... Adz’ 


_1P -一 | 
-9 2° jy. dz"? Adz! Adz NA... Adz’? 
pig! u 7” 


va Dar; SATAA 44. Tt. dzIe \dzi Adz A +++» Adz3a 
q 和 


o (—1)? —~ Jija p _ 
E (q+ 1)!plq! 2 Viar Ipji Ja 080" sdz’ Adz? -- + Adz 


q=1 
(UP > te Tp a as 
= TF OD (1) V sar s0868, dz PAAZ? "人 人 dz 
pi(q +1)! — i 
这 里 V; 是 V; HHE. 


命题 12.7 对 n €e?'9t1(M)， 


SO {9 ð log(det g) 
* \/pJ1 Ja — (_1)\Ptl —_ p TOA Inj ji Ia 
m) (1) 2 (35 + 02 7 


(dw,n) = (w,0*n); Vw € er?’ (M), 
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a 1 Y I_ ini n In(n-1 I, 
(ðw, n) = p!(q + 1)! J Gia Ja det g i” (—1)? DV dzAdz 
CD Soy idea 
— _\ Jf _}1) ps qa m1p30°''3g det 
pi(q +1)! Ju > ) — az g 


ir (—1)2"™"-D dzndz 


__(-1/ : ,0 Oo 
pl(g + 1)! pe Zn Anno det g) 


i™(—1)2™("—) dzndz 


an] _71)stl 、 O 
“pl(g+ 1)! M 2 1) a joie ja OzIs 


s=0 


nlro ja det g 


i (—1)2”®-Ddz^Adz 


(—1)? | 4 ) -. . Odet 
ey —] st 一 一 一 1230°''3 
Ola + 1)! M 2 ) A jo sja T Oz, 


3 


ir (—1)2™ "DY aqzAdz 


(-1)Pt! do +... 
u M od EX EEE > gT” Jadet g 
j=1 


pq! 


ir (—1)2""-D dzndz 


(—1)Pr? oe — Olog(det g) 站 od 
十 一 一 一 一 一 M Al jija > ~ Axi 1] pJI1 adet g 


j=l 


ir (—1)2"—-Ddzndz. 


故 
se pt 9 ,Olog(det 9)\ jj. 
rn = (Pt (sat Se) nt 
这 里 of ;= (wy 了， 上 面 第 三 个 等 式 成 立 是 利用 了 分 部 积分 - 


命题 12.8 Æ Kahler 流 形 的 情形 下 , Wwe sp'4+1L(M) 还 有 


(O° Ww) 151 Fg 一 (PN Viwr, 35, . 
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WEAR: 根据 命题 12.7, 


(O*w ) Ipji ja — (一 1)2 > (35 Á + Olog(det 9) D) u Ipjji Ja 


023 02J 
= 


> Vs wir ja 一 -> FA Inj jie +) Die Ipkji ja 
zJ 


+ > iw Ipjkji-- ‘Iq +. . 十 2 Paw Inj f° ‘Ja— ik 
j=1 j= 1 


= ~ piji Ip Ipkji japi 
“Le. 37 W + neh Dy 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 Di, = ri, H wbi hikisia 是 关于 指标 j 5 k Dl 
XT PRAY. 
万 一 方面 ， 


n | n | n Og; 5 o, ð 
2 Tij = Te = Dak g” = sk log(det g), 
j=1 3-1 $,j=1 
所 以 ， 
n >o 一 AD ðlog(det g) 
wiPII1 Ta — pj ja — PTL (Q* w) Pii la 
RZ Dar + OTE) wein = (Pre 
(Owr j 二 (O*w)°?! u "ag, 5,9t17 "Ot 5, 


TU 
p+1 o Spiti ot = see -d = 
1) 》 Vijw P "91,5," Itaj Itaja 
j=! 


1)P + Spjti -t ~ _ - 
> Vj( > "91,5, Itiji Itaja) 


= —1)P + 5 V} (wr ggg”) 


j=l 


Tt 
p+1 tj - 
1) g V GWT ja 


3-1 


这 里 我 们 用 到 了 Vigjk =0 >= Vigki: 对 任意 1 <ijk<n. u 
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l 


— ar 3.3. dz!» Adz AN... 
p'q! 


Ipji ja 


定理 12.9 X M Æ% Kahler AB, 对 Vw = 
A dzia € eP:4(M), A 


(P) .7 = 一 > g?'ViV 541,54---5, 


7 Qi, -Ås —1kis+1 41 94115441 -Ja 


q — 
l _ L _ 
> RO] jija japi ja? 


(O*Ow) 1. #3. = (21) ttg V; (dw) 1 5 


pjjı -ejt ja 
— — ji ° y . 一 一 


q 
-一 —j)° AVAVA 一 一 一 = 一 一 o 
) J “ds Ipjji t js—1Jsjs+1* jq 

t=1 


类 似 的 | 


(Ow) hja 一 (—1)P +g Viar 


pJi1'ja? 
q 
(ðw) 15,5, = LED" Vs (OW) eher 
q u E _ 
一 一 LV, (9 Via ern) 
a 
NV Via en 
s=1 
故 
(Ow) ira” (O0*w) I. + (Own 
一 -g9 V: V jar jg (12.8) 


q Tr > — — 
oO VEJ _ 3 . , , , E E a. u 
DIN (ViVis — V js Vaar 55.5, jj 
s=1 
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因此 , 余下 我 们 要 计算 的 束 是 [Vi Vis] a sas 了 
为 简便 起 见 , 我 们 只 需 对 (1, 0) 形式 arde* 与 (0, 1) 形式 bidzk 来 进行 计 
算 . 而 对 每 个 指标 in in 与 jj1…js_1js+1…jq, [Vi Vi] 作用 在 


a. ==, a = _ 
t1°°°tpI71°°'°Js—1JsJs+1°"'Iq 
上 的 结果 都 分 别 类 似 于 其 作用 在 (1, 0) 形式 与 (0, 1) 形式 上 . 所 以 ， 
Vi; Vjlak 一 Viv jak 一 ViViak 一 V;ö;ax 一 V; (diak — Tiat) 
= 0;0; ar, 一 Oiat Ty, 一 Oj;Oiak 十 ð; (Tiat) 


= —OjatTki + Ojar Ty; + OT kiat 
A t _ t (12.9) 


类 似 的 , 有 
Vi, Vilbg = Viv jbg — vive = = Wei — T% bz) — V;(0;5;) 


将 (12.9) 5 (12.10) 应 用 在 Vi, Vs]aa 31 Je 13er 7 E, 我 们 得 到 


[Vi V js |Qiy pi 
P 


7 : pl 
) Rasa li. elik) ApJI1Is—-1Is+1'" "iq It; jaiIplji js—1js+1 iq 
k=1 
I Pie Jai % | 
Ik 了 413: UG) ds ig Jk “Fei A je Gr) ‘ig 
k<s >s 
jt R _ jt R 一 l j 
由 于 giiR 了 了 ‚=R;, H g’iR The ai = Kj, Js 
u q 
gi" (— 1)° Vi, Vs jar pJ1Is—-1Ist1Jg 
s=1 


q p i 
— ) | )° 5 R j 
a (—1 its lij- ‘te 1lier1ipjjı -Ts 一 1js+1°° ‘Iq (12.11) 


s=]l t=]1 


| 
T 
| 
N” 
=) 
hon 
Cua 
Vo 
pt 
x 
Co 
| 一 
u 
to 
+ 
j= 
ud 
Q 


q 
。 ; 
2 IRB E OT FFI Lk) Jeti Te Te 
s=1 k<s 
q 
-2_(- DIR jk je Ms LO ) Ik 
s=1 k>s 
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这 里 符号 GR) 与 Uir) 分 别 表 示 用 /来 替代 je, 和 用 RER je 由 于 OR? = 
Rip j, i! 故 (12.11) 中 的 最 后 两 项 消灭 所以, 我们 得 到 了 复 Laplace 的 局 部 
KIR. 口 
te L NZ Kahler 流 形 上 的 Hermite RM, h EH Hermite FE. 对 于 
作用 在 T(M,ePr“(L)) 上 的 Or, 我 们 也 希望 得 到 类 似 的 公式 ， 而 一 个 形式 ve 
T(M, er(L)) 对 应 于 一 组 (p,q) 形式 wa, 这 里 {Ug} 是 一 个 包含 于 工 的 平凡 化 
邻 域 的 局 部 坐标 开 履 盖 , 而 wo 定义 在 Ua E. 
设 {dog} 是 工 的 转换 图 数 , ME Us nm Us E, 


Wa = Papwe. 
(Ow), 7, = —9”V:V jar J (12.12) 


p"q 
q _ 
Sy 
ings lir ie-ılieriipiI Is—1Ist1'"Tg 
2 t=1 
q 


(12.13) 


由 于 hs = |dasl?ha, 故 在 UaNUs 上 hawana = heweA*ng, 因此 (12.13) Æ M 
上 是 合理 的 . 

我 们 知道 , Hw e T(M,er“(L)), W Ow € T(M,e?441(L)). m w e T(M, 
eP4(L)) 又 表明 对 每 个 a c I, 都 有 wa € T(UQ,€?9(L)), 这 里 {Unlacr 是 MM 的 
一 个 包含 于 L 的 平凡 化 邻 域 的 局 部 开 覆 盖 . 那么 , 在 Us n Us 上 wa = papuo. 

RT 9 来 说 , Ow 不 再 是 工 值 的 微分 形式 . 这 是 因为 在 UN Ue 上， 

一 DObuowp + dagdwe. 一 般 的 , dag #0, 故 Ow 不 再 是 L 值 的 微分 形式 了 . 

"a h = (ha) 是 工 的 Hermite 度量 , 我 们 定义 映射 Dr : (M, eP4(L)) — 
TCM eP1+1(L)) 如 下 : 

Drwa = Owa + Ologhawa: 


则 


Drwo = Owa + Ologhawa 
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为 天 于 Hermite an L 的 协 变 导 数 
it w eT(M,e?’9-1(L)) H ne T(M,eP“(L)), W 


(8w, n) = J h OWN TE 


=| a O(h haWa A*a ) +j (— 1)P Hwa Oha N Na + (—1)P waha AOrnea) 
M 


CD | Wahad log ha ^ * Na 一 J waha**O*na 
M M 


y waho**0 log ha A * Na -j Wohg**O * Na. 
M M 


OF Ny = —*O*No, 一 (*0 log haA*Na) 
= —*0 * Na + (—1)PTIT (xn, AO log ha). (12.14) 


实际 上 , (12.14) RÆ E 是 一 个 秩 为 r 的 Hermite 全 纯 向 量 丛 时 9% 的 表达 式 
的 一 个 特殊 情形 . 
iw € TT(M,e?'-1(E)) H n € T(M,e?9(E)), 则 对 任意 平凡 化 邻 域 Ua, 


都 有 w |u, = N wean H n |u, = > ,Neap. IX Ria) 为 一 的 Hermite 度量 
pl 


h 的 局 部 表示 , W wa = (wis WS), No = (noana) BFE U.N Ug 上 


又 因为 h-0h = (ht) OR! = (Oh-h-")' = 65 BOL Aen’ = (-1)PT9(anAdz)*, 


那么 (Ow,n) = J whAxx(*nOe)t + (—1)P t+: J wh **(*nA9E)t. 因此 


Orn = —* O xn + (—1)P TIt (ANNO). 
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命题 12.10 WF VneT(M,ecr“t!(L)), 
(OF na)i,.. -ipji Ja = (— 1)2 g (V; + 0; log ha Nevis ip lg 
证 明 : 我 们 只 和 需 验 证 如 下 等 式 


—*(O; log haN#na) r, J, = (—1)?+197i0; log honar, 3J, 


由 于 关于 微分 形式 的 等 式 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 , 故 不 失 一 般 性 , 对 Ver € 
M, 我 们 可 选取 适当 的 局 部 坐标 使 得 Kahler 度量 矩阵 g(x) = I, 即 gigle) = 645: 
1<ij<n 

假设 me = Ha HT Indus dar Adz", In-g-ı I In-p FRE Jari II 
在 集 {1,---,n} 中 的 补 集 时 , 根据 Hodge 算 子 的 定义 


i” (— 1) 2 5n(n—1)+pn 


(12.15) 


Ma = Big + Dn Pn g I eons 
OPP dz- ndazin-e, 
n (_1)$n(n-1)+pn 3log ho 
208 aAa = GT in T er (0218 
SPOF dzindz’n-a-ındzln-r, 
L)R(_1)pn+n-a)n 9 log ha 
x(O log he A*Na) = 5 CET a Ni I Tn m (12.17) 
OPP Oia dese NdzTe. 
又 因为 
OPT Site Ty 
= (—1)P(r—P)+a(n— Dr re Orit 
= (1)? tnt +n n — p)! ds ôr (n — q — 1)! (12.18) 


将 (12.18) 代入 (12.17) 中 , 我 们 得 到 


(-1)P +7 5 ð log ha 
(p) ql(q + 1)! Pt 82; 


(—1)?" ð log ha 
SpJT; Oz; 


*O log ha A*No = H ÔT N des p Adzta 


X dz? AdzTa 


~ p 
—1)P ] n 
= CDP sr 0 06 _— “dz Sp AdzTa, 


a Oz, 
DORE, 我 们 就 证 明了 命题 12.10. = 
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定理 12.11 WKwerT(M,eP“(L)), 则 


7 (LE) = 
(Drwa)7 J, = =g’ v! A (Wa) r J, 
q 一 
十 》 >》 (X; Ri (Wa) r5 (t)k' ja 
k=1l T 
p q E 
+) 2 Run Wadi, (se ip (Dreja? 
s=] k=1 


Edw], 7 = g” (8; log ha) (Owa) 1,75, 


d 


s=1l 


+(—1)?9*8; log ha Vjwr J, . 


(12.19) 


(12.20) 
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因此 ， 


(-1)P+![Edw + d€w], 7, = >》 (—1)°g" Vj, 3i log halwa) 


s=]1l 


-g1 ð; log haV; (Wa) 1, Ja’ 
再 将 (12.12), (12.21) 代入 到 (12.20) 中 , 可 得 


Ipjji Is jo (12.21) 


s—1 gi" 
(O88) 1,4 = (Ci), = (DWV slog hale) ande 
s=] 
-gf 0; Og No V; j(wWa)r, Ja 
— _ jig Vj(w a) I,J _ gO; log haVj(Wa) rj 
q q _ 
k l 
— 1478 als ikisi ipji Teer Te 
t=1 s=1 
q _ 
l _ 
n > R;, (Wo) Ipi -Js-1ljs41 Ja 
s=1 
q To‘ 一 
-X (- 1) 902Vi Vi log halwa) zn 
s—] 
_ 4 I 
iu Le k 
一 =g? Vi Vj(Wa)1, J, + D, 2 R itjs (Wa )iisikisp1 ip har 
t=1 s=1 
q ur ‘ʻo =— 
-) g"V,V; log ha (Wo) jede 
s=1 


今 -gI V js Vi log ha = = XÍ; 则 


=. -一 4 x 
(Onw) 7 7. — -g" Vi Vjlwa)r J, + > %5, u Ra’) (Wo) pJej 


s=] 
p q i 
k l 
+) DUR it Js Walking milder Ja" 
t=1 s=1 
X p= 0, Bl w €F(M,6%9(L)), ABA (12.19) 的 最 后 一 项 会 消灭 . 4 


现在 我 们 利用 上 面 的 计算 结果 来 证 明 上 同调 群 HM, O(L)) 在 某 些 特定 的 
情形 下 必 消 灭 . 

定理 12.12 设 M 是 一 个 nn EX Kahler 流 形 , L 是 具有 Hermite 度量 h 
MAMA. X; — Rj; 在 Kahler 流 形 M 上 每 点 都 是 正定 的 ， 则 当 g 之 1 时 ， 


H?(M, O(L)) = 0, 


这 里 X; = —0,0; log ha 是 Hermite 度量 h 1 WH. 
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(12.22) 
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q 
7 _ 7 
J ho 9 (X55, u Rips) Woz- (t)r k Val Le g’! l.. .gih h< 0. 


这 样 , 当 Xi7; 一 Ri > 0, BI X,;-R;, > OM, 31 <l, ,lg <n WA wo... =0. 
因此 , H°9(M,L) =0, Bl W2(M, O(L)) =0. 口 

注意 到 A; 二 —0;0; log ha 是 Hermite 线 从 的 曲率 ， 而 R;; 是 Ricci 曲率 张 
量 且 等 价 于 典 则 线 从 Kur 的 曲率 张 量 , 故 Xg- Ry, SOPRA L- Ku 的 曲率 
张 量 , 这 样 上 述 消灭 定理 亦 可 写成 如 下 的 形式 : 


命题 12.13 t M 是 Kihler 流 形 , 工 是 Hermite RA, S LOK% PP (L-K) 


_ {Ow = 0 lw E€ P(M,e?4(E))} 
{OP(M,et-P(E))} 


H?(M,Q?(E)) =H? M, E), 


故 若 可 证 明 HIM, E) = H"-P"-9(E*), 那么 定理 的 证 明 就 完成 了 . 


定义 线性 映射 
*: T(M, eP(E)) — T(M, e*"P"74(E*)), 


对 Vw € T(M, eP“(L)), w |u, = waet, 这 里 Ua Æ E WEARER, H ea ELAN 
典 则 截 形 标 架 , 而 wa = (wl,… ,wz), 其 中 et 是 列 向 量 . 故 


*(w) |u, = *wahae!, (12.23) 
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这 里 ha Æ E W Hermite 度量 h 的 局 部 表示 , He, 为 L* MAMRE, E 
eu 的 对 偶 . 这 个 定义 是 合理 的 , 因为 当 Ua N Ug 4 Ø AT, 

go = *Wphaphspahpbpabapeg = *Weahpég. 


为 完成 Serre 对 偶 定 理 的 证 明 , 我 们 还 需 下 面 的 引 理 . 
引 理 12.15 对 Yw ET(M, ep'4( 五 ))， 


= (1)z+q 刺 0jEt + UA Oh h T het. 


因此 ， 


Ohw = (—1) t18 F w. 


引 理 12.16 对 VoeT(M,er“(E)), 


WEAR: 3 Al 


改 


= (—1)?tati*(O0h + (—1)}P Hohne- + (—1)? tOhe’ 
— (—1)?+9+14(Gmah + (—-1)?+9@(Oh + A(R ht) ë! 
= (一 1)Pt9t) x*(Ow'h)e’, 
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Serre 对 偶 定 理 的 证 阴 . 
WEAR: 考虑 如 下 图 标 


D(M,e?4(E)) — T(M,eP“(E)) 


由 (12.23) 得 到 Few |y = *K*wahahz!et, = (—1)? tiwa lu., A x 既是 单 射 
又 是 满 射 . 而 Oe =O. 4 表明 w E€ HPM, E) 当 且 仅 当 和 € HrPin=a(M,E*). 
PRL & 是 一 个 从 HPM, E) 到 HrPer=e(M,E*) 的 同 构 映 射 , 即 HIM, E) S 
Hr=PR=9(M, E*), 这 就 证 明了 Serre XHB M. 口 


定理 12.17 BRA -L 是正 的 , M4 q<n-1H, HY(M,O(L)) = 
证 明 : Serre 对 偶 和 定理 表明 
H°(M,OP(L)) = H"-9(M,"-?(—L)). 
X p= 0 A} Q” = O(K), N 
H4(M, O(L)) = H"~4(M,"(-L)) = H"~49(M, O(K - L)). 
HF-L&EEN, 故 K-L-—K IEW, 因此 当 g < n 一 1 时， 
H4(M,O(L)) = H""4(M,O(K — L)) = 0. 


定理 12.18 若 工 为 充分 正 , 则 对 g 21, H9(M,0?(L)) = 0. 
证 明 : 定理 的 证 明 类 似 于 p= 0 的 情形 . 由 于 


t t T, 
0> | (rt — Rwr a,j ur 
M 


t _5 _ _ 7,yli2Vgji2jg\* 
+pk ij “tig---ip3 BoB 7 a) lm: 
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而 X's; 是 充分 正 的 , 故 右边 的 项 是 正 的 . o 
现在 我 们 将 讨论 Kodaira RAEM. 
it M 是 维 数 为 n WAZ Kihler MY, L Æ M 上 的 全 纯 线 从 . 根据 Dol- 
beault 定理 , H°(M,O(L)) =T(M,O(L)) 是 所 有 M 上 的 全 纯 截 形 组 成 的 集合 . 
HH Hodge H, 


dimc I'(M, O(L)) = dimcH"(M,O(L))=N+1<-+. 
设 so,… ,sn fe I(M,O(L)) 的 一 组 基 . 对 pe M, 定义 映射 


7:M — CP‘, 


P 7 [So(p), °° ‚sn(p)|, 


Nr 是 一 个 全 纯 映 射 . #VpeM 都 不 是 so,…… ,sw 的 公共 零点 , 那么 r 是 有 意 
SCH), H r 的 定义 不 依赖 于 so(p),:… ,sn(P). 
议 {Uahaer EL 的 平凡 化 邻 域 ， {daßtaßeı 是 相应 的 转换 函数 , 则 在 UaNUg 


进而 问题 转化 为 全 纯 上 映射 + eT a Aa. 

FEV ICA EEA, 我 们 将 引入 吹 大 技巧 , 它 是 人 赋 究 代数 几何 的 一 个 重要 
的 方法 . 

Be Bn & C” 中 的 单位 球 ， 即 By, = {z € C"||z| < 1}. 8 l= [1,…,ln] € 


行将 1e CP"-1 看 成 是 C" 中 过 原点 的 一 条 复 直 线 1, 那么 zl; = liz <ij<n 
MENT zıl=0, [izel 映射 m: Ba — Bn, t(z,l) = z, E = 171(0) = 
0 x CP. 10) 的 几何 意义 是 过 B, 中 原点 的 所 有 复 耳 线 的 并 . 

设 M 是 一 个 n 维 复 流 形 ， BIER pE M,U € Up 是 一 个 局 部 坐标 邻 域 ， 
(z!,…. ,2”) 是 局 部 坐标 , 该 局 部 坐标 U ART Cr 中 的 单位 球 B,, A z!(p) = 
“三 2"(p) =0. ABA, 

t : B,\E — U\{p} c M 
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是 一 个 同 胚 . 这 样 , 我 们 定义 在 复 流 形 M Ep 点 的 吹 大 M, 为 
M, = M\{p} Ur Bn, 


这 里 U 的 意思 是 每 个 点 ye B,\E 都 等 同 于 r0). EXE, AB, KAR Bn 
就 可 得 到 Mm. 从 映射 r: M, — M PM, r: M\n!(p) — M\{p} 是 一 
个 同 构 , 其 在 M, PRU nip) 就 称 为 在 p 点 的 吹 大 的 例外 除 子 , 通常 由 Ep 
FEIN. 

注意 MW 仍 是 一 个 n 维 复 流 形 , 为 此 只 需 证 明 M, 是 一 个 在 Ep 点 附近 的 
复 流 形 . 设 U 是 M 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 , p EU, (z!,… ,z") 是 UU 上 的 坐标 且 
使 得 zi(p) =--- = z” (p) = 0, 那么 


心 
| 
3 

L 

S 
| 


((zI)EUxCP""|zl;=2l;, 1<i,j Sn}. 


V; = {l; = 0 | (z,1) € U}, 


ik (Viicicn 是 的 一 个 开 覆 盖 , 在 六 上 我 们 定义 局 部 坐标 ok = 二 = 2, 


l; Zi 


k 天 L, 24) 一 z’, 则 (26° ° s Zi) ) JE V; 上 的 局 部 坐标 ， H# V; R V; F ØD, 


k _ t 1% 
za = 2G) Zar BAGS 
j „i 71 
Za E (12.25) 


D(z1 +++ ‚27 ) | 
det- 2 = = (zip) TTY # 0, 
“(9)? 0) 


MM, 仍 是 一 个 ” 维 复 流 形 . 
VnE,={zeV;|z = z' = 0}, 


E) 是 除 子 Ep 对 应 的 线 从 , ARR PRN 


故 [Ep] | 等 同 于 纤维 
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所 以 , [Ep] |e, DIE Ep = CP" 上 的 万 有 从 J = -[H). 而 [Ep]* = [-Ep], 
iM [-E,]| |E,= [H] 是 Ep = CP! 上 的 超 平面 线 从 . 

IKK AF n > 2 的 情形 . 由 于 n= 1 AY, 即 Riemann 曲面 的 情形 ， 
其 上 的 每 一 点 都 是 这 个 Riemann 曲面 除 子 , 故 都 可 以 对 应 一 个 线 从 . 而 当 n>2 
时 , 流 形 上 的 点 却 不 是 除 子 , 通过 吹 大 而 得 到 的 例外 除 子 Ep, MR Riemann H 
面 上 的 点 一 样 . 


定义 12.19 A:N 一， M 是 从 复 流 形 N 到 复 流 形 M 的 全 纯 映 射 , 设 
T:E—MEM 上 秩 为 7+ 的 全 纯 向 量 从 , 则 可 定义 N ERA r 的 全 纯 向 量 从 
ME 如 下 : 

KU 是 一 个 包含 于 ENF ARS, {hag} 是 转换 函数 ， 则 
{和 A-i(U6)}  A*E 的 平凡 化 令 域 , EL {gag o 入} HME WHR BR. 


命题 12.20 Kg, Km 分 别 是 复 流 形 Mp 与 M HAIRA, N 


Ua), 它 的 局 部 坐标 与 Ua 是 一 样 的 , 其 局 部 坐标 用 (zt 320) 
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Dia 一 2’, Zt Vi | 1 La， (12 26) 
bap =1, ze Ua |) J. 
因此 , Ky, [E] "T! WRAY 
fij = 1; z € ViNV, 
ia = l; ZE V; 让 Ua, (12.27) 


这 里 Jij, Jia, Fag > n KM TER IR BRIAN, PRA, 
Ky, = Km 8 [Er . 


设 L, L 是 复 流 形 M 上 的 两 个 线 从 , h, hi 分 别 是 工 与 Li 的 Hermite 度 
量 . PR h- hi Æ LO L 的 Hermite 度量 , 根据 曲率 形式 矩阵 的 定义 ， 


Corn. Ue OPI |E #0} 1 <n Ze CP PARR, H 


i£ o € H°(M,,O(Ep)) = T(M,,O(E,)), 使 得 o 的 零点 集 就 是 Ep 那么 
这 样 的 截 形 一 定 存在 , 如 [E] 的 定义 函数 就 是 满足 零点 为 Ep 的 截 形 , 故 o 在 
M,\E, 上 没有 零点 . 所 以 , 我 们 可 在 M,\V。 上 定义 [Ep] 的 Hermite 度量 ho, 使 
得 当 M,\0. 时 ， 


le" = 1. 


进一步 , 又 可 定义 [Bb] 的 Hermite 度量 h, 
h = pihi 十 paha. 


现在 我 们 来 计算 -E 关于 度量 ht 的 曲率 形式 , 只 和 需 考 虑 如 下 三 种 情形 : 
1. Æ M\U2. 上, p2 三 1, 故 |loll? = 1. ABA, 


V-1- 
OJE 一 -z 00 log loll? = U = O- E]. 
2. Æ U.\E, = U {z} E, p1 = 1, 故 
SI /_T_ JI - 
Orn), = Vv 5a log hi = ——00 log n*ho = ——7"00 log ho < 0. 
p 2N 2N 27 
则 在 U.\E, E, 
9-12.) = —Ojz,] 2 0 


LI" Q [Ep] 9 7*K f > 0. (12.30) 


第 十 二 章 ”消灭 定理 与 能 入 定理 . 283 - 


由 于 Orr = Ar*9r > 0, HË 7: Mp\E, — M\{p} 是 双全 纯 的 , 那么 在 
M,\E, 上 就 有 rn*BL > 0. 根据 (12.28), 对 Vm € Z+, 在 M,\Ux U (U.\E,) 上 


mn” OL + nO\_ E, >). (12.31) 


由 于 在 E, 上 O-_Ip,] > 9, 故 (12.30) 在 Ep 上 也 成 立 ， 又 因为 U2«\ U. JE 
相对 紧 集 合 , 故 noe, RAFA, H mo, 在 AÜ, 上 是 正 的 ， 所 以 , 存在 
nı € Zt 使 得 在 Uze\ Us E, 


mım OL + nOI_E,] > 9. 


进而 由 m > m, 可 知 在 整个 M, E, 都 有 


min Or, 十 no|_-E,| > 0. 


男 一 方面 , Ko) HARRI M EREA FA, 故 存 在 m € Zt 使 得 在 M E, 
m>9L + Ok-1 > 0. 


由 于 


H 7: My\Ep — M\{p} 是 双全 纯 的 , BL Tr*(m28L + Ox-1) > 0 在 M,\E, 上 都 
成 立 . wv e T)9(M,), £ € Ep, (mr*(m2OL +O, -1), VAU) = 0. 由 于 (n* (m20; + 
O ,--1).vAU) = (m2OL + Ok- 1,7*uAn*v) = 0, H m2OL + Ok- >0, 故 zr*v= 0, 
Bl ve T,(E,). 但 是 (Ol_E UAD) > 0, EU mo = mi + ma, 那么 Ym>m N, 
(12.30) W. I 
根据 命题 的 证 明 , 可 得 如 下 的 推论 . 
(1) 设 工 是 紧 复 流 形 M 上 的 正 线 从 , ki1,k2 € Z+, 则 存在 mo € Z+ 使 得 对 


vm 之 mo, 


T* L” @ [E] = 8 Kg > 0. 


(2) ix L RRM N M 十 的 正 线 公 5 一 (pry De} jE 1 M 上 的 有 限 点 集 ， 
M 是 对 s 的 每 个 点 pi,1 < i <t 吹 大 所 成 的 过 复 流 形 , T: Ms 一 M 是 投影 
Ay, ko,‘ ‚kr C jE +... + kE Dt JE M, 上 的 除 子 ， 则 存在 mo € ZT, 
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证 明 : 我 们 将 证 明 存 在 ko € Zt 使 得 厂 k > ko, M 通过 基 T(M, LE) RRA 
到 射影 空间 中 . 

假设 N +1 = dimc H°(M,O(L")) = dimc I'(M, O(L")), (sı,--- ,8n41) 是 
H°(M, O(L*)) 的 一 组 基 , 则 可 和 定义 全 纯 映 射 


r:M— CP”, 


x> (81(), 82(Z),--- ,8n(2)). 


首先 要 验证 上 述 的 定义 是 有 意义 的 , 即 s1,… sny WASESA. HY, 
要 证 有 明 : 
1. 对 任意 的 z,y € M, k > ko, 限制 映射 


H°(M, O(L*)) =% LE @ Lk 


2. 对 任意 的 re M, k > ko, 微分 映射 


dz 


H°(M,T,(L*)) > el” @ Lt 


这 里 的 断言 1 表明 映射 六 是 有 意义 的 , 且 存 在 将 点 zx My 分 离 的 截 形 
se H°(M,O(L")). 
言 2 表明 六 的 Jacobi 矩阵 的 秩 是 n, 故 六 是 一 个 局 部 通信. 
为 证 明 断 言 设 M 一 M 为 zx 与 9 WKK, Es = r (a) J Ey = a (y) 
是 这 个 吹 大 的 例外 除 子 . S E = Ez + E, L= 7* L, 考虑 截 形 间 映射 的 拉 回 


n* : H°(M, Oy(L*")) — H°(M,O,,(L*)). (12.32) 


那么 对 Vo € H°(M,O- i (LI )), FERIE o © H°(M, Oy (L")) 使 得 n*o = 6. 由 
F r: M\E 一 > M\{z,y} 是 双全 纯 的 , 故 存 在 o € T(M\{z,y}, Om (L*)) 使 得 
nT*(o) =G. 根据 连续 性 定理 o TEMERE oE H°(M, Om(L*)). 册 由 唯一 性 
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考虑 如 下 图 表 


7” | (12.33) 


可 知 它 是 交换 的 , ABEER re 是 满 射 , 则 断言 1 就 成 立 了 . 
在 M 上 , 存在 层 的 正 合 列 
0— O,,(L* — [E]) — On(L") — Oz(L*) — 0. 


若 H (M, Ox, (EF - [E])) =0, 则 (12.33) 中 的 re 是 满 射 , 这 是 因为 


Oy(L* -[E)) = On (L* — [E] + K% + Ky). 


| 
wl 
I 


根据 命题 12.21, 存在 ko € Zt, ERS k > ko 时 , LF — [E] + K%, — 
[E] — Kx, 是 正 的 . 将 Kodaira 消灭 定理 12.12 应 用 在 H4(M, O,,(L* — [E])) E, 
即 得 断言 1 是 成 立 的 . 
A 2 的 证 明 与 断言 1 是 类 似 的 . 
Xt Yx € M, iW r: Mı — M 表示 M EA r WRK, E = r(x) 是 例外 
BRT. 
n* : H°(M,Om(L*)) — H? (Mz, Ox, (L*)) (12.34) 


是 一 个 同 构 . Æ o e H°(M, Oy (L*)), 使 得 olx) = 0 SBMA ò = r* (0) Æ E 


这 里 T, 是 在 zx RASS. 类 似 前 面 的 做 法 , 我 们 可 得 到 


为 证 明 de 是 满 射 , 我 们 只 需 证 明 rs 是 满 射 . 由 于 L* 一 [B]+K% + Kn, = 


jk — [E], 根据 命题 12.21, 存在 ko 使 得 上 > ko 时 , L* [EI + K+, > 0. 那么 根 
HE Kodaira 消灭 定理 , HI(M, O(L* — [E]) = 0;q >21, W re ÆW H. 
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我 们 余下 的 工作 就 是 找 出 一 个 ko 使 得 断言 1 MTS 2 对 z 与 vy 的 任意 选取 
都 成 立 . 断言 1 表示 对 Vz,y € Mix Ay, WFE k e Zt {E r(x) rely) 由 连续 
性 知道 存在 U, € Uy 与 U, € Uy, 使 得 对 任意 (2', y’) es xU, Tel 2") Æ Tey"), 这 
里 的 是 依赖 于 (x,y) € MxM 的 . 断言 2 表示 对 (x, x£) € M xM, MIIE k € Zt 
使 得 对 任意 (zy E€ Ur xUz, Uz CU, H x' Æ y' 时 , re) Frly), 这 里 的 天 是 
依赖 于 z e M 的 . 现在 对 所 有 的 (x,y) © MxM, 存在 用 上 面 方 法 找到 的 U,xU,, 
则 U, x Uy 是 MxM ERD. 因为 M xM (RIE PART, 因此 
存在 有 限 个 Uz, x Uy, ,Uz, x Uy, Bm M x M, 每 个 Ur, x 0,1 < i<s 都 对 
NA—T ki, Bl ko = max ki x} V(r,y) € MxM,xr £y, DA Tk (x) Æ Tr, (y). 


l<kgs 


最 后 , ITS HE, Og([-E])) S e}. 做 一 个 说 明 . 根据 例外 除 子 王 的 


定义 , 可 知 P(T}°(M)) = CP". 设 (h, In) I CP"! 的 齐 次 坐标 , Ui = 


{le CP" | i 40}, M[-E) sen, = U 1<ijen 


li 


4 s= (si)i<icn € H? (E, Og([-E])); sı € T(U:,Og([-E)); 1 < i <n Wy, 


故 在 U; N U; E, sili = s;l;. & o \u,= sii 是 TH(M) 上 的 线性 泛 困 ,因此 每 个 
s € H’(E,Og(|-E])) TRN T. OCM) EARM RIZR TEY A. £ 
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